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Amnen for dagen

= En teststorhet ar ett modellvalideringsmatt for modell under
nollhypotesen

= Vad ar modell under nollhypotesen

= 4 allm3nna principer for att konstruera teststorheter

© prediktionsfel

@ residualer, konsistensrelationer och observatorer
@ parameterskattning

Q@ likelihood-funktionen

= Ej ortogonala och inga principer fér nar och hur.

= |dag kommer vi mest studera fallet da fel modelleras som avvikelser i
konstanta parametrar (ej generella felsignaler).

= Verktygslada/tiankesatt

Nasta gdng: Troskelsattning och forsoka svara pa frdgan, hur bra ar ett
specifikt test?



Oversikt

Beteendemoder och beteendemodeller

Teststorheten och modellvalidering

Design av teststorheter
o Prediktionsfel

® Parameterskattningar
o Likelihood-funktionen
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Beteendemoder och felmodeller

Formalisering: Modellen M(6):
y(t) = brui(t) + Ooua(t) + O3us(t)

Beteendet beskrivs genom att for varje mod F, € {NF, Fy1, Fp, F3}
definiera vilka varden som 6 kan anta.

Fp=NF — 0 € Onp One = {010 =[111]}

Fp=F —0c0p OF, = {0161 £1,0, = 03 = 1}
Fo=F,—0¢c0p OF, = {062 #£1,0, = 03 = 1}
Fy=Fs—0c0p, OF, = {60|03 £1,0, = 6, = 1}

©, ar feltillstandsrummet fér mod F, (obs inget linjart rum).
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Oversikt

@ Teststorheten och modellvalidering



Teststorheten dr ett modellvalideringsmatt

Betrakta

|NF FL F F3
T/ o 0 X X

Hypoteserna kan tecknas:

HO: F, e {NF,F}
H': F, € {F2, F3}
Uttryckt med feltillstand blir det:
HO : Modellen M(6), dér 0 € ©Onp U OFy, ar sann
H! : Modellen M(6), dir 6 € ©np U ©F1, inte &r sann.
Detta kan ocksa skrivas som:
HO:GE@/\”:U@/:1
H':0 ¢ OnpUBE dvs. 0 € OF, U OF,



Teststorheten dr ett modellvalideringsmatt

Test T svarar alltsd mot hypotestestet:

=:0
0 . ’—,L .
H” : Modellen M(6), dér 6 € O g U ©Fy, &r sann
H* : Modellen M(0), dir 0 € Oy U OFy, inte &r sann.

Teststorheten ska alltsa indikera om nollhypotesen H° ir sann eller inte,
dvs. den skall vara ett modellvalideringsmatt for modellen:

M(6), dir 6 € ©g



Modellvalideringsmatt, forts.

Titta lite noggrannare pa testet.
H0:9E@o:@NFU@F1
H': 6 ¢ 0,

Feltillstandsvektorn under HO:

@0 = {9|91 S R,@Q = 93 = 1}

Modellen under HO:

y(t) = Orun(t) + ua(t) + us(t)
dvs. vi ska hitta en teststorhet som ar noll (liten) d& modellen under H° &r

konsistent med observerade data, stora annars.

Teststorheten ska besvara om det finns ndgot #; € R sd att modellen ar
konsistent med observationerna {y(t), u(t)}N_;.

Exempel pad sddan teststorhet:
N

T = min > (y(t) = f1un(t) — ua(t) — us(t))*

f1eR
1€ = 8



Hur berdknar vi T ?

En direkt, men en smula klumpig, ansats fér att berdkna T ar:

9 N
001 Z(Y(t) — O1u1(t) — wa(t) — us(t))? =
t=1
N
=_2 Z(y(t) — O1ur(t) — wa(t) — ws3(t))ur(t)
t=1

Vilket ger att det minimerande 6 méaste uppfylla ekvationen

N
(v(£) = ua(t) = u3(8))en(t) = 01 u3(2)
t=1

Mz

t=1



Hur berdknar vi T, forts.

Ar u1(t) = 0 finns naturligt inget unikt minimerande 6; utan alla ger
samma varde pa T.

Vi kan darfor berdkna teststorheten enligt

t=1
med }
S () —ua(t)—us(t))ui(t)
by = S () om u(t) # 0
1 annars

En smula klumpig harledning och implementation av teststorheten.
Aterkommer till detta senare da vi pratar om linjar regression.
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Modellvalideringsmatt, forts.

Vad blir teststorheten i fallet Ho? Antag ett feltillstand 8 € ©q, dvs
observationerna genereras enligt:

y(t) = Qui(t) + ua(t) + us(t)

D3 blir teststorheten:

7= mi in > (y(£) = Grun(t) — ua(t) — us(t))* =
t=1

Modellen Gverensstammer och mattet blir 0 d& Hp sann.

Normalt modelleras ocksa brus i matdatat, vilket leder till att T far en
fordelning under Hp.



Modellvalideringsmatt, forts.

Vad blir teststorheten i fallet att H; 3r sann? Betrakta ett fel F» med
feltillstand 61 € OF,, dvs observationerna genereras enligt:

y(t) = u(t) + O3ua(t) + us(t)
D3 blir teststorheten:

N
Z — O1u1(t) — wa(t) — us(t))?
tNl

Z ((1 = O1)un(t) — (1 — 03)wa(2))?
Lat )

Da blir

T = min|(1—61)U; — (1 — 63)Us|?

61€R



Modellvalideringsmatt, forts.

T = min|(1—61)U; — (1 — 63)Us|?

61€R
Geometrisk tolkning:
-4, (104U,
N A
> IR
(1-61)Us (1—00)U,
T =N?

Fel F, detekteras om U, ej ar parallell med U;.
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Modell under nollhypotesen

Vad betyder egentligen M(6),6 € ©¢?

Antag en modell:

x1 = gi(x1, x2, A1, u)

X2 = g2(x1, x2)

f=0

y1=hi(x1) + 2

y2 = ha(x2) + £
med de férvantade felmoderna Fi, F», och Fs.

Antag vi vill skapa residualer enligt

Fi F F3
7110 X X
> X 0 X
X X o0
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Modell under nollhypotesen, forts.

Test T7 svarar mot hypoteserna

H°:F, e {NF,F}, H':F,c{F, F}

Under HO giller att f; ar fri, fo = f3 = 0. Modellen under noll-hypotesen,

dvs modellen teststorheten T7 skall validera blir

x1 = gi1(x1, x2, fi, u)
X2 = go(x1,x2)

=0
y1 = hi(x1)
y2 = ha(x2)

Har har vi kvar den fria signalen f; eftersom vi har en modell for hur den
beter sig. Vi far inte "slanga bort” kunskapen att f; faktiskt dr en
konstant, okdnd men konstant. Denna situation har vi inte fér signalerna
f> och f3.
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Modell under nollhypotesen, forts.

Test T3 da? Det testet svarar mot
H°: F, € {NF,F}, H':F,c{F, R}

Under HO giller att f3 ar fri, fi = f, = 0. Modellen under noll-hypotesen,
dvs modellen teststorheten T3 skall validera ar

).(1 - gl(X17X2707 U)

x2 = ga(x1, x2)

y1 = hi(x1)

Modellen for test T, blir analog eftersom bade £, och f3 kommer in
additivt pa varsin matsignal.
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Modell under nollhypotesen, linjirt fall

Antag den linjara modellen med tre fel

H(p)x + L(p)z + F1(p) + F2(p)f2 + F3(p)fs =0

och vi vill skapa residualr; med kanslighet enligt

| F F
r 0 X X
r X 0 X
r3 X X 0

dvs. vi vill skapa en residualgenerator, enligt tidigare forelasningar, for att
detektera observationer z utanfér mangden

O(F1) = {z|3x, fi; H(p)x + L(p)z + F1(p)f = 0}
Skriv om modellen med x := (x, f;) och f := (f, f3) enligt

(H(p) Fi(p)) <

och anvand metodiken.

X

fi

> + L(p)z+ (F2(p) Fa(p)) (

f2
f

y
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Sammanfattning, en arbetsgang, ett tink

@ Teckna tankt beslutsstruktur

@ For varje test i systemet, ta fram modellen under nollhypotesen (det
underldttar om man faktiskt skriver ned den)

@ Konstruera ett modellvalideringsmatt for modellen, dvs. generera en
signal som &r O (eller liten) om modellen faktiskt kan vara sann.
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Oversikt

o Design av teststorheter
o Prediktionsfel
® Parameterskattningar
o Likelihood-funktionen
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Allmdn princip for design av teststorheter

Konstruera en teststorhet som &r liten om vi kan anpassa modellen

M(Q), CRSECH

till observationerna (uppmétta data). Notera att modellen under
nollhypotesen kan vara signifikant enklare an den generella modellen med
alla felmoder inkluderade.

Antag:

V(0 [u,y])
vara ett generellt modellvalideringsméatt for modellen M(6) med avseende
pa data [u, y].
D3 ar

T = min V(0
sin (0, [u,y])

liten under nollhypotesen och (férhoppningsvis) stor annars, dvs ett matt

péd konsistens mellan modell och uppmatta data.
20



Principer for konstruktion av teststorheter

Design av teststorheter baserat pa:

= residualer
konsistensrelationer, observatorer
(ej nu, vi har gjort det for linjara modeller och vi dterkommer till det i
senare foreldsning)

1. prediktionsfel
2. parameterskattningar
3. likelihood-funktionen

Finns fler och detta &r ingen ortogonal(disjunkt) klassificering!
Dessa principer kan kombineras for olika felmodeller.
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Lite notation

V(x) = (x1 — 2)% + (xo — 4)?

min V(x) =0

X

argmin V/(x) = (i)

argmin V(x) =2

x1 X

22



Oversikt

o Design av teststorheter
o Prediktionsfel
® Parameterskattningar
o Likelihood-funktionen
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Teststorhet baserad pa prediktionsfelen

Exempel pd modellvalideringsmatt for modell M(0) for ett fixt 6:

Z Iy (t) = 7(l0)l

Om ©0 bestar av ett enda virde:
T(z) = V(bo, 2)

= ett modellvalideringsmétt fér modellen M(6y)
Om @9 &r en mingd av flera virden:

T(z) = 0r2|@r10 V(0, z)

= ett modellvalideringsméatt for modellen M(0), 6 € ©¢
Notera: avkoppling
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Ezxempel: Forstarkning och bias

y(t) = gu(t) + b+ v(t) v(t) € N(0,02) 0 =[b,g]

Betrakta felmoderna:

NF g=1,b=0 “no fault”
Fp g=1b#0 “bias fault”
Fg g#1L,b=0 “gain fault”

Konstruera en teststorhet for fallet

| NF F, Fg
T/ o o0 X

0% ={[b,g] | g =1}

25



FExempel, forts.

Anvand de generella formlerna:

N
1 2
2 /\
_9|€Ig]0 N z H.y t’6 4 || - § -y t’b U))

t:l

y(t|b,u) = u(t)+ b

) — u(t) — b)?

IIMZ

Minimeringen ar enkel

N

T(2) =+ > (y(t)—u(t) - by  dar b

t=1

I
==
M=

(y(t) = u(t))

i
I

Notera att bias-felet har avkopplats i T(z).
26



Minimering av V(0, z)

V(0,2) = ZHy y(t10)]I?

z) = min V(0, z
T(z) = min V(0.2)
= generell optimering

= systemidentifiering

= minstakvadratmetoden

= observatorer, Kalman filter

= on-line vill man garna ha rekursiva algoritmer

27



Lingdr regression; minstakvadrat-metoden

Trevligt specialfall: Linjar regression ger analytisk 16sning pa optimeringen

D3 kan teststorheten tecknas

= mlnz ly(t) = 9(t|0)|]*> = min | Y — Y% = min || ¥ — ®|?

28



Lingdr regression; minstakvadrat-metoden

T(z) = m@in |Y — 0|

Med N data dar modellen Y — &6 Gverbestamd och skattningen av 6 som
minimerar prediktionsfelet |Y — ®0|| ges av ett normalekvationen:

oT(y — CDGA) =0 <« ortogonalitet mellan modellprediktion och modellifel

Y

1Y — ¢0, modellfelet
|

o O
Givet excitation sd ges ett unikt 0 av det analytiska uttrycket:

f=("o) o7y min Y — @0 = |y — ®f| =

=(I-d(@ o) o)y =P Y
Numeriskt ar detta inget bra satt att faktiskt rdkna ut skattningen. 29



Excitation

For att ekvationen
dT(Y —df) =0

ska ge ha en unik |6sning kravs att ® maste ha full kolonnrang, dvs
systemet maste exciteras.

Det spelar dock ingen roll for residualen
r=|Y =Y =|Y - o

vi anvander ju inte vardet pd skattningen. (Det finns alltid ett kortaste
avstand fran en punkt till de plan som kolonnvektorerna i ® spanner upp).

Stokastiska beskrivningar i modellen kan anvindas for att berdkna
kvaliteten pa skattningen av 6, typiskt ett variansmatt. Mer om det senare.

30



Excitation

Diskussionen runt excitation galler generellt, men den ar enkel att redovisa
i fallet linjar regression.

Om vi inte har tillrdcklig excitation sa har ekvationen inte en unik 18sning,

men den har |6sningar.
OT(Y —90) =0

= unik I8sning eller inte, spelar det nagon roll?
= algoritm maste ta hansyn
= kvalitet hos skattningen

31



Lingdr regression - rekursiv ldsare

Om man har en linjar regression

Ye = o0

sd finns det flera olika satt att skatta parametern 6. Ett satt har vi redan
sett, att stapla VN datapunkter pa varandra och |6sa ett
minsta-kvadratproblem.

Ett satt att fa en rekursiv algoritm &r att beskriva parametern som en
slumpvandring

Ory1 =0t + vz
Ve = ol + €t

och applicera ett standard Kalman-filter. En enklare variant dr Recursive
Least Squares (RLS) som &r ett specialfall av Kalmanfilter-l6sningen ovan.
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Mer generellt statiskt fall

Ar det kért om systemet inte dr given som en linjar regression? Alls inte,
bara lite svarare. Applicera ndgon metod for att skatta parametrar i
olinjara modeller

Yt :g(evzf-‘)

Ett enkelt sdtt om man rekursivt vill félja parametern ar att
Orr1 =0+ vz
ye = g(0r,2¢) + €t

och applicera favoriten bland olinjara tillstandsskattare. Exempelvis
(Extended-) Kalman Filter, UKF, ...

Svart att bevisa konvergens for godtyckliga olinjéra funktioner g(6, z) men
standardmetoder kan ofta fungera mycket bra.
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Mer generella dynamiska fall da?

Mer generellt da, nar det inte ar en linjar regression? Antag att modellen
under nollhypotesen ges av

x = g(x,u,0)
y = h(x)

Har kan man gora pd samma satt

x>+

(t) = g(&(t), u(t), 0(t)) + Ki(y(t) — h((1)))
O(t) = 0+ Ka(y(t) — h(X(t)))
och konstruera teststorheten, exempelvis, som
t
T(0)= [ (00~ hx(r)’dr
t
Ganska allmant! Vi dterkommer mer senare till observatorer, de ar en

mycket anvandbar metod att tillgripa som fungerar i manga situationer.
34



FExempel pa EKF som residualgenerator

Antag modellen

Xer1 = Xt — TsfBxe + Tsu
Ve = Xt + f;

dar vi vill detektera fel f; aven da 3 varierar langsamt. Modellen under
noll-hypotesen, med tillagt mat och processbrus, ar

5t+1> < B )
= +
(Xt+1 x¢ — TsBexe + Tsu Wt

Y =Xt + €

35



Extended Kalman Filter

Xt4+1 = g(Xt, Wt)7 COV Wy = Qt

ye = h(x¢) + e, cov e = R;

Matuppdatering

Reje = Reje—1 + Ki(y: — h()?t|t—1)) H; = 2h(X)|X:;<t|f_1

Ox
Ke = Pt|t—1HtT(HtPt|t—1HtT + Rt)_l
Pt|t = Pt|t—1 - KthPt|t—1

o

Tidsuppdatering

)A(t+1|t = g()A(t|ta 0) Ft = (%g(X, W)|x:)?t‘t,w=0
Pei1je = FePyeF + GeQ: G,

0
Gy = a—wg(x, W)|x:)?t|t,W=0
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EKF som residualgenerator

b are
i \‘\H‘U i

u

—y

\\“IMHHMHH\M\ LA |

; W it t W'm i

Xer1 = X¢ — TsBx¢ + Tsu
Ve =Xt + f;
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EKF som residualgenerator

Residual

betahat N

Xpr1 = X¢ — TsBx¢ + Tsu
Ve =Xt + f;
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Oversikt

o Design av teststorheter
o Prediktionsfel
® Parameterskattningar
o Likelihood-funktionen
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Teststorheter baserade pa parameterskattningar

Enkel idé: Om alla fel modelleras med avvikelser i konstanta parametrar 6;,
skatta alla parametrar och jamfér med deras nominella varden.
En vanlig ansats ar da ndgot i stil med

0 = arg m(jn V/ (0, observationer)

dar V(0, observationer) dr en modellvalideringsfunktion for hela modellen,
inklusive alla felparametrar.

= Varfor ar detta inte alltid en attraktiv 16sning?
= Metoden kraver unik |6sning pd minimeringen, dvs excitation.

= Storlek pa felvektorn

40



Teststorheter baserade pa parameterskattningar

Enkel idé: skatta ett element 0; i feltillstdndsvektorn 8 och jamfor med det
nominella (dvs. felfria) vardet ¢9.
Om mingden ©0 bestar av ett enda element:

T(x) = [16; — 67 i = argmin V'(6,x)

dar V/(6;,x) ar ndgot modellvaliderings matt.

Hur blir det med isolering? Om det i verkligheten &r ett fel i parameter 6;
som intraffat, vad hinder med skattningen av parameter 057

Isolering blir lidande. Nar 6> avviker fran sitt nominella varde, beror det pa
0> eller ndgon annan forandring?

41



Teststorheter baserade pa parameterskattningar

| R F
.10 X X
T, | X 0 X
T: /X X 0

For till exempel test Ty skulle man da kunna gora

Ty = |6, — 05°™|

dar

~

0, = arg min V/(01, 02, observationer)
9, 01,02

Som synes maste man skatta minst tvd parametrar, dels variabeln vi vill
avkoppla, dels variabeln vi vill jamfora mot sitt nominella varde.
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Exempel

y(t) = 01u1(t) + 92U2(t) + 93U3(t)

H°: F, € {NF, F}
H': F, € {FR, F3}

T =0, — 03]
0y = argy, © mln Z — Orui(t) — aua(t) — us(t))?

Minimeringen kan I6sas med linjar regression. Teststorheten kan ocks3
berdknas rekursivt.
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Oversikt

o Design av teststorheter
o Prediktionsfel
® Parameterskattningar
o Likelihood-funktionen
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Teststorhet baserad pa likelihood-funktionen

Definition (Likelihood Function)

Let f(z|0) denote the probability density function of the sample
Z=1[2Z, Z>, ... Z,]. Then, given that Z = z is observed, the function of
0 defined by

L(0]z) = f(z|0)

is called the likelihood function.

En teststorhet kan formas som:

T(z) = max L(0
(z) = max L(6]z)

Notera: likelihood-funktionen ar en funktion av 6 medans
tathetsfunktionen ar en funktion av z.
Tolkning: Hur sannolikt dr det att observera det utfall vi observerat.
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Likelihood-funktionen,

normalfordelning, 1 observation

Modell: Z ~ N(6,1)
En observation: z =2

o Probability density function p(zl)

LES /’ \
[

0251 s/‘ \‘\
02

Y

01fp

p(elo=0)

Likelihood function L(©]z)

L@lz=2)
°
—_

)

Tathetsfunktionen

(z=0)°

f(20) = e 2

~ o —

Likelihood-funktionen
L(0|z =2) = f(2/|0)
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Likelihood-funktionen, normalfirdelning, 2 observationer

Modell: Z ~ N(0,1)
f(z]6) = iefg
V2r
Antag tva oberoende observationer, z; och z, fran modellen. Hur ser da
tathetsfunktionen ut

f(Zl, 22‘9) =7
Med oberoendeantagandet sd giller att
f(z1,2210) = f(z1]0)f(22]0)

dvs.
1 _@=-92 1 (-0

f(21,22’9):7e 2 —=€ 2

ver  Wer
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Likelihood-funktionen, normalfirdelning, 2 observationer

Modell: Z ~ N(6,1)
Tva oberoende observationer: zz =3,z =5

=1 X,=3x,=5

Tathetsfunktionen , Likelihood-funktionen
z;—6
f(alf) = e 7 L(blar = 3,2 = 5) = F(319)£(510)
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Teststorheter baserade pa likelihood-funktionen, forts.

Likelihood-funktionen siger (=) hur sannolikt det ar att observera det
utfall vi observerat. Darfor bildas teststorheten genom att maximera

T(z) = L(o
(z) = max L(6]z)
istallet for att minimera. Detta kallas maximum-likelihood (ML).

Nollhypotesen kommer darfor att forkastas om T(z) &r mindre &n en
troskel.

Man kan anvanda likelihood-funktionen for att skatta parametrar.
ML-skattningen fds som:

Oy = arg max L(0)

Mycket vanligt satt att bilda teststorheter dd man har statistiska modeller.
Vi kommer dterkomma till ML i avsnittet om " Change detection”.
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Likelihood och Bayes

Om man raknar ut

T(z) = max L(f
(2) = max L(0]z)

med Ho : F, = F; sa har man samtidigt raknat ut

L(0]z) = 0) = P(z|F;
max L(0]z) = max f(z|0) = P(z|F;)

Om man har en a-priori sannolikhet fér de olika felmoderna si kan man via
Bayes sats géra omskrivningen

Genom att berdkna sannolikheten for alla felmoder F; s far vi en ranking
av felen baserad pa dess sannolikheter.

Mer om detta senare i kursen.
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Neyman-Pearson lemma, likelihood-kvot

Antag hypoteserna
H® : 0 = 6
H: 0 =6

dér pdf for observationerna dr den kénda férdelningsfunktionen £(z[6;) i
de tva fallen.

En lite "slarvig" formulering av Neyman-Pearson lemma ar da:
Den béasta tankbara teststorheten for dessa hypoteser ar

f(z161)

@ = 7z10)

Finns generaliserade resultat for nollhypoteser som inte ar singeltons.

Mer om detta senare i kursen.
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Oversikt

o Awvslutning
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Teststorheter

= En teststorhet ar ett modellvalideringsmatt
= 4 allmanna principer for att konstruera teststorheter

© prediktionsfel

© parameterskattning

@ likelihood-funktionen

@ residualer, konsistensrelationer och observatorer

= Ej ortogonala och inga principer for nar och hur.

Nasta gang: Troskelsattning och forsdka svara pa fragan, hur bra ar ett
specifikt test?
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