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Repetition

Definition
» G andlig grupp, g € G.
g'xgl =g
g € G har ordning o(g) =nom g"=1men g"#1for1<m<n; ole)=1
g° =1omm nls.

g' =g/ ommi=j mod n.

vV vYvyVvyy

a € Z har (multiplikativ) ordning n modulo m om o([al,) = n, i.e. om a"

mod m men e]j fér mindre potens. é Z X % [é] (](o{(é " L/j

Rosens notation: ord,,(a)

or&;(i\:é o (131N 6 mégo‘ =

v



0(7 ,)} ({ ) 1 (/:L/
R > Y
Bevis. d(q j l Q J ,

Sitt d = ged(n, k). Har (gX)° = g =1 omm n|ks, alltsa omm (n/d)|(k/d)s. Men
ged((n/d), (k/d)) =1, sa detta intriffar omm (n/d)|s. Allts3 o(g*) = (n/d). Ol

| Z3s, o([4]) = 6, ty [4]* = [3],4]% = [12],[4]* = [9],[4]° = [10],[41° = [1]. S&
A
Q’\Tﬂn o([4]*) = 4/gcd(4,6) = 6/2 = 3. /Z//S /> -1 R

Vi ser att [4]* = [9], [4]® = [13], [4]12 = [1]

Teorem
g € G grupp, o(g) = n. D3 olg") = ;fipy [



.

g,h € G grupp, gh = hg, o(g) = m, o(h) = n, gcd(m,n) = 1. D3 o(gh) = mn.

Teorem

Bevis
Satt o(gh) = r.

(gh)™ = (gh)(gh) --- (gh) = g™ h"™" = (g™)" x (A")" =1"% 1" =11,

sa r|mn.
Eftersom gcd(m,n) =1s3d a&r r = rnrn med ris; = m, s, = n, gcd(r, n) =1.
Sa

1 — (gh)r — (gh)rer — grerhrer‘



Beuvis.

Da giller alltsa att
1 =15 — gr151r2hr151r2 _ (gm)rg pmr2 — pmr.

Det foljer att n|(mry). Men gcd(n,m) =1, s n|r,. Alltséd r, = n.
P3 liknande satt far vi att n = m.
Foljaktligen sa ar r = mn.



Om g =h=[4] € Z};, s3 o(g) =6, o(gh) = o(g?) = 6/2 = 3 enligt tidigare. S& det
giller INTE NODVANDIGTVIS att

o(gh) =lem(o(g), o(h))

nar ged(o(g),o(h)) > 1.



Definition
Heltalet a &r en primitiv rot modulo n om [a], genererar Z%, i.e., om den har

multiplikativ ordning ¢(n). L % J< kghal e 9 cd (//L, [ /i

» Det finns inga primitiva rotter modulo 8, eftersom Zg har ¢(8) = 4 element, men
inget element har ordning > 2:

* *

st ¥ AT
*

2241325. Z/‘& 3|3|1|7|5

3(3|1|4)2 5/5|7|1|3

41413121 7171531




Teorem

p primtal, d delar p— 1. D3 har polynomet f(x) = x¢ — 1 € Z,[x] exakt d nollstéllen.

Beuvis.

> e—(p—1yd TP 2 Vo

P xPl 1= (x9)° —1=(x9—1)(x¥9 £ x9e2d L ...+ x9 1 1) = (x—1)g(x)

» deg(g(x)) =de—d=p—1—4d

» Fermat: x* 1 —1 har p — 1 nollstillen

» Lagrange: x? — 1 har hogst d nollstillen, g(x) hogst p— 1 — d nollstillen

» Slutsats: x¢ — 1 har precis d nollstillen, ( g(x) har precis p — 1 — d nollstillen)
O



Teorem

p primtal. Da finns en primitiv rot modulo p. 1L

vV VVYyVvV vV VVY

Anta udda

gp A Ay
Faktorisera p — 1 =/q7%- - - g2 A= a4 @ 45
hi(x) = § har precis gi* nollstillen enligt féregdende $—
Al( ) - precis q; gt féreg Lo
hi(x) =9  — I)har precis ql‘alf1 nollstillen

a;—1

Exakt ¢f' — gi' ' element v € Z med D1, vil_ #£1
Dessa ar precis de som har ordning q7*, vilj en, u;
U= uiuy--- Uy

o(u) =o(uy)---o(u) = ¢ - q = p—1, ty u; parvis relativt prima



p=nth_prime (362) maxl = Set(h.roots(multiplicities=False))

print (p) minl = Set(hh.roots(multiplicities=False))
myfact=factor(p-1) candidates = maxl.difference(minl)
print (myfact) u = candidates[0]
c=mod(1,p) print (hh,h,max1,minl,u)
c=set ([1)
for fact in myfact: C=C.union(Set ([u]))
q,a=fact print(C,c)
b=a-1 4 print (multiplicative_order(c))
h=Integers(p) [x] (x~(q™a) - Ll (O

hh=Integers (p) [x] (x~(q~ bJ[
ger p=2441, p— 1 =2440 = 2% .5.61, C ={1280,1122,590},/c = 227? ord,(c) = 2440.

’ L o 200
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Teorem
p primtal. D3 finns en primitiv rot modulo p?. /) ) &

Bevis
1. a primitiv rot mod p
s=ate  Ayft] B p-p
h = ord»(g) &
®(p?) = p(p—1), s& hlp(p—1)
g"=1 mod p® och alltsd g" =1 mod p 2

g=a modpsdgPl=a"1=1 modp .
Vi far (p—1)|h
Sah=p(p—1)ellerh=p—1

Havdar: bada fallen kan intraffa (beroende pa t). Speciellt, kan vélja t sa att

2o ey Dl e B9

h= p(p—1), och g primitiv rot mod p?



Beuvis.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Satt f(x) =xP1—1

f(a) =0 mod p. Vill undersdka om g = a + tp ar ett lyft.
f'(x)=(p—1)xP~2 = —xP~2 mod p

f'(a) = —aP2 mod p# 0 mod p

Sa unikt t = ty for vilket g = a+ top Iyft

Forandra t, g = a+ tp €] Iyft, f(g) Z0 mod p?, gP ! %1 mod p?
Dvs, ord,2(g) # p— 1.

Enligt tidigare, ord2(g) = p(p — 1)

g = a+ tp primitiv rot modulo p? for alla t utom ett!



» Fungerar for p = 2 (degenerarat fall)
> 735 ={[1]2}. Primitiv rot 1
> Lyfter till 1,3

» 3 dr en primitiv rot mod 4.



Kontrollerar att 2 dr en primitiv rot modulo 11. Sen forsoker vi lyfta:

p,a=11,2

thelifts = [

[a+t*p,multiplicative_order (mod(a+t*p,p~2))]
for t in range(p)]

ger
([2,110], [13,110], [24, 110] , [35, 110]]

[(57,110], (68, 110] , [79, 110] , [90, 110] , [101, 110] , [112, 10]]

S3 varje lyft ar en primitiv rot mod 112, utom 2 + 10  11.



1. p > 2 primtal
2. a primitiv rot modulo p*
3. k>2

D3 ar varje lyft g = a+ tp* en primitiv rot modulo p***.

Konsultera “Constructing the Primitive Roots of Prime Powers” av Nathan Jolly (finns
pa kurshemsidan). O



p=11, k=2

a = 2 primitiv rot mod p och mod p?

Speciellt, a sjalv
Kontroll: ¢(p3) = p?(p—1) = 1210

>
>
» Alla dess lyft skall vara primitiva rétter mod p3
>
>
» Faktiskt, ord;;3(2) = 1210.



1 primitiv rot mod 2

3 primitv rot mod 4

Ingen primitiv rot mod 8

Inte fér nagot 2k k>3

| sjilva verket, om k >3, a udda (s3 gcd(a,25) = 1) har vi

vVVvVvyVvyy

a‘mk)/2 = an_2 =1 mod 2k

Lds Rosen! O



» p udda primtal
> keZ.:
» Varje primitiv rot mod p* lyfter till 2p* -

» Si n=2pk har primitiva rétter k( I N

» Primitiv rot modulo m omm m ar 2, 4, pk eller 2p

Rosen! O



Definition
> neZ,
» U ar en universell exponent till n om [a],‘,l = [1], for alla [a] € Z,
» Id est, om a¥ =1 mod n for alla a med ged(a, n) = 1.

» A(n) ar den minsta universella exponenten

Ordning av elem. i Zg:




> ZiF~Cy
> Zg % 7z, ty €] cyklisk, bdda har 4 element



Teorem (Struktur av Z)

» 75 trivial, Z, ~ G, Zg ~ G x (3, och Z2*k ~ G X Gy

» p udda primtal

» Zpa ~ Cs med s = ¢(p?)

» Omn=pi*---pZr si Z,T:Z:lal X oo X Loy

> A2) =1, A(4) =2, A(2) =22, A(p?) = $(p?) = p* — p*!
>

AP - p2r) = lem(A(ph), ..., A(p2))

Beuvis for sista delen.

Om G = Cpy X Gy, X Cry,, med m =lcm(my,...,m,), sd
> hm=1férallaheG
» Finns ndgot g € G med o(g) = m



> 675 =27 %25

> $(27) =18, $(25) =20

> $(675) = (27)d(25) = 18 * 20 = 360
> A(675) = lem(18,20) = 180

> Zgzs =~ Cig x Gy



m = pX eller m = 2pk

$(m) =M

Zy, = (r)={r, r?...rM= [Um} ~ Cy
lalm € ZF,, ie. ged(a,m) =1

a=r* mod mforunkt x medl < x <M

x =1ind,(a), index av a till basen r, diskret logaritm

vV VvVvyVvVvyYyy

a, b relativt prima med m, da ind,(a) =ind,(b) omm a = b mod mi.e. om
[a]m = [b]m



> n=14
> () =6
| 2 r=3

> ordys(r) =6
> [r,r? 3,4 1% %] =[3,9,13,11,5,1]
> ind14(13) = 3, etc



Teorem
(m) = M, Zi, = (r).

» ind,(1) =0 mod M

» ind,(ab) =ind,(a) + ind,(b) mod M

> keZy

» ind,(a) = k xind,(a) mod M

Precis som vanliga logaritmer!



9“=11 mod 14
ind3(9*) = ind3(11)
x *ind3(9) = ind3(11) mod 6
x*x2=4 mod 6

x =2 mod3

Kontroll: 92 =81 =514+ 11 =11 mod 14,
9°=9(922=9%112=9%(—3)>=9%9 =11 mod 14.



Definition
> mkeZ,
» acZ, ged(a,m) =1
» xK =a mod m losbar

» D3: a ar en k:e potens-residy av m

» m=11, k=2

» x* =9 mod 11 Iésbar, s& 9 &r fjirdepotens-residy mod 11
> x* =8 mod 11 ej I6sbar, s& 8 ej fjirdepotens-residy mod 11
» x* mod 11 ir [0,1,5,4,3,9,9,3,4,5,1]



Teorem
>» meZ,, M=d(m), Z%, = ([rlm)
» keZ,, a€Z, gcd(a,m) =1
> d = gcd(k, M)
> D3:
xK=a mod m
I6sbar omm

a4 =1 mod m

» Om losbar, precis d l6sningar mod m (dvs i Z},)



Bevis.
Oversitt till
k *ind,(x) =ind,(a) mod M
Skriv x = r¥ mod m, ind,(a) = A.
Far
kxy=A mod M
Losbart omm d|A. Men
A=dz & %A = Mz

sa det sker omm %A =0 mod M, alltsd omm

ad =1 mod m



» m=11, M =10, k=4, d =2
>

9°=1 mod 11
» x*=9 mod 11 Idsbar
>

8°=—1 mod 11

» x* =8 mod 11 ej I6sbar



