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@ Summa av tva kvadrater
n ej summa tvad kvadrater
Produkter
p summa tva kvadrater

@ Summa av fyra kvadrater

Summary

Tre kvadrater ej tillrackligt
Produkter
Bevis for fyrkvadratsatsen

€ Antal sitt att skriva som
summa kvadrater



L3t n vara ett positivt heltal. Om n =3 mod 4 s3 kan inte n skrivas som
summan av tva kvadrater (pa heltal).
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Om m, n bada summor av tva kvadrater, sa ock mn.

Antag m = a®> + b, n=c®> + d°. da

mn = (2% + b)(c?® + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)?

Notera att om vi sitter z = a+ ib, w = c + id, s& |z]2 = zz = a% + b2,
w2 = ww = c® + d?, |zP|w[? = (a° + b?)(c? + d?),
|zw|? = (ac + bd)? + (ad — bc)?.




Varje primtal p med p =1 mod 4 kan skrivas som en summa av tva
kvadrater.

Kommer senare. O

Notera att 2 = 12 4+ 12, och att primtal =3 mod 4 €] kan skrivas som en
summa av tvd kvadrater.




Talteori, Foreldsning 9

Jan Snellman

Lemma

Om p = 4m+ 1 primtal s finns positiva heltal x,y, k s3 att x> 4+ y? = kp,

n ej summa tva k < p.
kvadrater

Produkter .

p summa tva Beuvis.
kvadrater

<_pl> = ()" P2 =(-1)*"=1 mod p

s& —1 ar en k.r. mod p. Alltsa finns 0 < a < p, a> = —1 mod p. Sa
p|(a®+ 1), sd a®> +1 = a®> + 12 = kp for nagot k. Eftersom

kp=x>+12<(p—1)2+1<p?

foljer det att k < p.
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n ej summa tva
kvadrater

Produkter

p summa tva
kvadrater

Bevis (for att p = 4k + 1 summma tva kvadrater)

® L&t m vara minsta heltal s3 att mp = x>+ y2. Vi kommer visa att m = 1.

® Antag m > 1, och sitt a=x mod m, b=y mod m,
—m/2<a<m/2, —m/2<b<m/2.D3a+bP=x>+y’=mp=0
mod m.

® S3 existerar k s.a. a®> + b = km.

e Vi har att (a® + b?)(x% + y?) = (km)(mp) = km?p>.

® Vi har ocksa att (a® + b?)(x? + y?) = (ax + by)? + (ay — bx)?

® Vidaresa ax + by =x>+y?>=0 mod m, ay —bx=xy —yx =0
mod m.

° (%)2 + (ay;mbxf = km?p/m? = kp (tryckfel i Rosen)

® Vi kommer att visa att 0 < k < m, en motsagelse (alltsa var m > 1
falskt)
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n ej summa tva
kvadrater

Produkter

p summa tva
kvadrater

Bevis (fortsdttning)

a4+ b%>=km, —m/2<a<m/2, —m/2 < b< m/2.

S3 a° < m?/4, b> < m?/4.

Alltsd 0 < km = a® + b> < m? /4 + m?/4 = m? /2.

Alltsa 0 < k < m/2. Sa k < m. Aterstar visa att k > 0.

Menom k=0s3a’+b>=0,s8a=b=0,sa x=y =0 mod m, s3
m|x och ml|y. Vidare x? + y? = mp, alltsd m?|mp, allts3 m|p. Men

m < p, sa maste ha m=1.
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Teorem

Heltalet n = ], p* kan skrivas som summa av tvd kvadrater omm a, jamn
for alla p =3 mod 4.

p summa tva Bevis
kvadrater

® 2 summa av tva kvadrater
® Varje p =4k + 1 summa av tva kvadrater
® “Tvakvadratsummighet” bevaras av produkt

® Varje kvadrat ar summa av tva kvadrater (tex sig sjalv plus noll i
kvadrat)

® S3 om a, jamn for varje p = 4k + 1, s3 n produkt av heltal som &r
summa av tva kvadrater, alltsa summa av tva kvadrater
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n ej summa tva
kvadrater

Produkter

p summa tva
kvadrater

Proof (contd)

Antag nu att p =3 mod 4, a, = 2j + 1. Kommer att visa att n ¢j
summa av tva kvadrater.

Antag, for motsigelse, att n = x% + y?

d =gcd(x,y), a=x/d, b=y/d, m=n/d? gcd(a,b) =1, a®>+ b*> = m.
ap =2 +1=vp(n), k=vp(d), vp(m) =2j+1—-2k >0, alltsd > 1. S3
p|m.

ged(a,b) =1, m= 2% + b2, p|m, sa p fa.

Sd aX = b mod p lésbar, med [8sning X = z, sag.

@+ b’ =a’+(az)?=a*(1+2% modp

Men a2 + b%> = m, p|m, sa a?(14+2%)=0 mod p

ged(a, p) = 1 s3 via kancellering 1+ 22 =0 mod p. S3 22 = —1

mod p. Men (%) = —1 eftersom p =3 mod 4. Motsagelse.
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Summa av tva
kvadrater

n ej summa tva
kvadrater
Produkter

p summa tva
kvadrater

Summa av fyra
kvadrater

Antal satt att
skriva som
summa
kvadrater

e 23435 = 1944 kan ] skrivas som summa av tv3 kvadrater

e 23133 = 17576 kan skrivas som summa av tv3 kvadrater, och vi kan
tex fa en framstallning genom

2=12+12
22 — 924 2
2= (1424024 (1%0—1%2)2=224+2
13 =22+
132 =13% 4+ 0°

133 = (2% 13+ 3%0)2 + (2% 0 — 3% 13)% = 262 + 392
235133 = (2% 264+ 2% 39)2 + (2% 39 — 2 % 26)% = 1302 4 262
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Summa av tva
kvadrater

Summa av fyra
kvadrater

Tre kvadrater ej
tillrackligt
Produkter

Bevis for
fyrkvadratsatsen

Antal satt att
skriva som
summa
kvadrater

3 kvadrater racker ej

7 kan inte skrivas som en summa av tre kvadrater: modulo 8 sa antar en
kvadrat virdena 0,1, 4, alltsd (antag x> > y? > z?)

X2 2 2| x4y
0 0 O 0
1 0 0 1
4 0 O 4
1 1 0 2
4 1 0 5
4 4 0 0
1 1 1 3
4 1 1 6
4 4 1 1
4 4 4 4




Om m, n bada summor av fyra kvadrater, sa ock mn.

Bevis.
Antag m = 2%+ b2 + 2+ d?, n=€® + 2+ g2 + h?. Da
mn=(22+ b2+ P+ d?) (e + F2+ g2+ h?) = R+ §2+ T2 + 12
med
R = ae + bf + cg + dh
S=af —be+ch—dg

T = ag — bh — ce + df
U=ah+ bg — cf —de
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Vi kan anvidnda oss av de “Hamiltonska heltalen”

x=a+ bi+cj+dk

Tre kvadrater ej = e fl j hk.

tillrackligt B + T &) +

Produkter

Bevis for och deras normer (precis som vi anvinde komplexa tal for tva kvadrater).
fyrkvadratsatsen

Kom ihag:

ij=k, jk=1i, ki=j

och i, j, k anti-kommuterar sinsemellan.
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Produkter

Lemma

Om p > 2 primtal s3 finns heltal 0 < k < p s3 att
X2 +y*+224+wi=kp
har en heltalslésning (x,y,z, w).

Bevis

e Forst hittar vi en heltalslésning till x> + y?> +1 =0 mod p, med
0<x<p/2,0<y<p/2.

e Satt S={20<j<(p—1)/2}, T={-1-/20<j<(p—1)/2}.
Alla elems i S icke-kongruenta mod p, ty j12 Ej22 mod 2 medfor
0=47—Jj5=01+4)01—j) mod p, si 1 =j> mod peller = —j
mod p, motsdger 0 < j < (p—1)/2.

® P3 samma sitt, alla elems i T icke-kongruenta mod p.
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Tre kvadrater ej
tillrackligt

Produkter

Bevis for
fyrkvadratsatsen

Bevis (forts)

e S, T disjunkta, bada innehaller (p+1)/2 elems, sa SUT har p+1 elems

® Bara p kongruensklasser mod p

e Duvslagsprincipen ger: finns 0 < x,y < (p—1)/2, x> € S, -1 —y? € T,
och x> = —1—y? mod p

®Six>+y?+1=0 modp

® S3 x2 + y? +1 = kp for nagot heltal k > 0

® Men kp=x°>+y?>+1 <2((p—=1)/2)%>+1< p? s3 k < p.
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Tre kvadrater ej
tillrackligt

Produkter

Bevis for
fyrkvadratsatsen

Teorem

Varje primtal p kan skrivas som p = x*> + y?> + z> + w? med x,y,z,w € Z.

Bevis (skiss)

Liknar beviset att p = 4k + 1 summa tva kvadrater: anvand lemma for
att visa att mp = x° + y? 4+ z2 + w? nagot m, |3t m vara minimalt, visa
m=1.

Vi gor forsta halvan, hanvisar till Rosen for slutklammen

p=20Kty 2=1%2+124 02 + 02

m minsta pos s3 att mp = x? + y? + z% + w?

Antag, for motsagelse, att m > 1.
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Tre kvadrater ej
tillrackligt

Produkter

Bevis for
fyrkvadratsatsen

Proof (contd)

® Kanske ar m jamn?

® D3 ar ett jamnt antal av x, ¥, z, w jamna

® Byt namn och kan anta x =y mod 2, z=w mod 2

® a=(x—y)/2,b=(x+y)/2,c=(z—w)/2,d=
e P2+ +P+d?=7(x—y)P+Kx+y)?+(z—

® Motsager minimaliteten for m
® Kanske att m ar udda?

® Rosen: Nix!

(z+ w)/2 heltal
w)?+ (z+w)?) =
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Teorem

Varje positivt heltal n kan skrivas som summan av fyra kvadrater.

Tre kvadrater ej .

tillréckligt Bevis.

Produkter

Bevis for e n— ap
fyrkvadratsatsen HP P

® Varje p summma av fyra kvadrater

Enligt produktlemmat, varje p summa av fyra kvadrater

Samma lemma ger att n summa av fyra kvadrater
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Summa av tva
kvadrater

Summa av fyra
kvadrater

Tre kvadrater ej
tillrackligt
Produkter

Bevis for
fyrkvadratsatsen

Antal satt att
skriva som
summa
kvadrater

3=1°+1°4+1*+0°

5=2211240%+0?

4=224+02+02+02=12+12+12+12
15=32+22+12+1°
20=42+22402+02=3>+32+12+1°
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Teorem

1
Antal sitt att | | 1_o? = E t" E (cnwvs’)
+1—s
J n v

skriva som
summa
kvadrater dar cp,, raknar antalet sitt att skriva n som en summa av v kvadrater (svagt
vixande).

Dessa olika sitt ar nedkodade i motsvarande monom i

1
H 1— Stjzuj'



Tolteorh, Foretisning 3 _

fan Sneliman Koefficienten till +2 i
H(l = Stj2 UJ')_I
J
ar
sAkr:fit\?; Ssitr:m o szouf0 T U%G up + 514u:%2 u% + 512 U]1_1U3 + slluf u3+
il\l/;"dr:l:ter s° uz upusz + s8 uf‘ u;' + ° ui’ u% uz + s° (ug’ + uf U4) + s* u% u32, + 5% up

sa vi ser att
® 20 kan skrivas som en summa av tva kvadrater pa det unika sattet
22 + 42
® 20 kan skrivas som en summa av fyra kvadrater pa det unika sittet
1P +12+32 43
® 20 kan skrivas som en summa av fem kvadrater pa precis tva satt:
22 4+22 422422422 och 12+ 12+ 1% 4+ 12 + 42
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Summa av tva
kvadrater

Summa av fyra
kvadrater

Antal satt att
skriva som
summa
kvadrater

Taylorutvecklingen, i t, av
[Ta—s)

J
borjar som
st 4+ 2419 4 (s + )18 + (P 4+ 57) e+
Gt L g e L g L
(53 + ) £+ 52t + 5310 + s°8° + st + 52 + P2t st + 1

Vi ser att t3,t7, t1® saknas: 3,7 4r primtal kongruenta med 3 mod 4, och 15
innehaller 3 till udda exponent.
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