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Definition

» Heltalen x, y, z utgor en Pytagorisk » PTn (x,y,z) ar primitiv om
trippel om det finns en ratvinklig ged(x, y,z) =1, i.e. det finns inget
triangel med dessa sidlangder, dvs om primtal p som samtidigt delar x, y
X2 4 y? = 22 och z

(3,4,5) ir en PPT, (6,8,10) PT ¢j PPT.



» Om (x,y,z) dren PT och d € Z, s3 ar (dx,dy,xz) en PT
» Om (x,y,z) aren PT, gcd(x,y,z) =d, sa ar (x/d,y/d,z/d) en PPT

Det racker alltsd att hitta alla PPT for att forsta alla PT. Vi kan ocks3 begrinsa oss
till PPT dar x, y, z ar positiva.
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Lemma

Om (x,y,z) ar en PPT sa

ng(X)Y) = ng(X>Z) = ng(va) =1

Beuvis.

Antag, far att fa en motsagelse, att gcd(x,y) > 1, sa finns primtal p som delar x och
y. D3 p?|x2, p?|y?, s& p?|x® + y? varfor p?|z2, och det fdljer att p|z. S& p delar

X, Y, z, vilket motsager att gcd(x,y,z) =1. O



Lemma

Om (x,y,z) dren PPT s3
x #y mod 2

Beuvis.

Tidigare lemmat visar att x och y inte bada kan vara jamna.
Skulle bade x och y vara udda, sd modulo 4

2 2

N

X x° y y° z z
1 1 1 1 2
-11 1 1 2
1 1 -1 1 2
-11 -1 1 2

Men ingenting i kvadrat ar kongruent med 2 modulo 4.



Teorem

L5t rys, t vara positiva heltal. Om gcd(r,s) = 1 och rs = t> s3 finns positiva heltal m, n
sa att

Beuvis.

Eftersom gcd(r,s) =1, sa galler for varje primtal p att v,(r)vy(s) = 0. Vidare,
vp(t?) = 2d,, fér ndgot heltal d,. Men rs = t2 s8 2d, = v, (r) + v,(s), varfor det
antingen galler att

> v,(r) =vp(s) =dp =0,

> v,(r) =2d, >0, vp(s) =0, eller att

» vy(s) =2d, >0, vp(r) =0.
Satt

{plvp(r)>0} {plvp(s)>0}



r=2%%3%%11% s =5%x 78 % 132,
rs =2% %38 x 5% % 78 % 114 % 132 = (2% 3* % 112)2 x (52 % 7* % 13)?



Teorem

(x,y,z) d en PPT med y jgmn omm det finns heltal 0 < n < m, m#% n mod 2, s3
att

X=m —n

y =2mn

z:m2+n2

Bevis
» Antag (x,y,z) aren PPT. Kan anta y jamn, x, z udda.
» Sdz+x,z—xjamna. Sétt r = (z+x)/2,s=(z—x)/2. Dar+s=2z, r—s = x.
> 2 =22 —x%2=(z+x)(z—x), varfor (y/2)?> = rs.



Bevis (forts )

v

(x,z)=1,sad=1.

Satt d = ged(r,s), da d|r,
2 2

» Tidagare sats: finns m, n med r = m*, s = n“.

X=r—s=m’—n

y = Vars = V4m?n?2 = 2mn
z=r+s=m?+n
» Om p|m, p|n sa p|m? — n?, p|2mn, p|m? + n?. Men gcd(x, y,z) = 1. Allts3
ged(m, n) = 1.

» m, n kan inte ha samma paritet.



Bevis (forts)

» Antag 0 < n < m, gcd(m,n) =1, m, n olika paritet.
> Satt

X=m"—n
y =2mn

z:mz—i-n2

Vill visa att (x, y,z) PPT.

Kollar att x? + y? = 72

d = gcd(x, y, z). Antag finns primtal p, p|d.

x udda, sa p > 2.

plx, ply, plz, sa p|z + x, s3 p|2m?. Alltsa p|m.
Pa samma satt, p|n.

Motsager gcd(m,n) =1, sa d = 1.
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Rationell parametrisering

Teorem

Lat p(x,y,z) € Zlx,y, z] vara ett homogent polynom. D3 svarar heltalstripplar
(a,b,c) € Z3 med p(a, b,c) =0, c # 0, mot rationella punkter (a/c,b/c) pa kurvan
C C A2, dir C ar nollstilleméngden till polynomet p(x,y) = p(x,y,1)

Beuvis.

Om p(a,b,c) =0, sd p(a/c,b/c) =0, eftersom polynomet dr homogent.
Omvént, om p(r,s) =0 sd p(rd,sd,d) =0 for alla d.

Speciellt, om a® + b = ¢?, sa 4r (a/c, b/c) en rationell punkt pa enhetscirkeln

x? 4 y? = 1. Omvint s3 ger varje rationell punkt (x/d,y/d) pa enhetscirkeln en PT
(xd, yd,d) med (xd)? + (yd)? = d?(x? + y?) = d?.



S&, att hitta PT dr samma sak som att hitta rationella punkter pa enhetscirkeln.

detta ar enkelt:
Teorem
Parametriseringen
1—t2 2t
Rot—s |—,— | €S
(1 +1t2’ 1+ t2>

avbildar tallinjen bijektivt p4 enhetscirkeln minus punkten (—1,0), och denna
avbildning ger en bijektion fran rationella punker till rationella punkter

(1—t2 2t
1+2) 142

]
N

Men

Linjen y = t(x + 1) skér enhetscirkeln i
) (och tangentlinjen i (1,2t)).



Tag t = 7/11. Den rationella punkten

ger PPT
(36,77, 85)



Den rationella parametrisering

R N0
t2—1"t2—1

av hyperbeln
X< — y2 =1

tilldter oss att hitta alla rationella punkter

10 4




For att hitta alla heltalslosningar till
x? +3y? = 22,
sa tar vi fram alla rationella punkter pa

x2+3y2 =1

mha den rationella parametriseringen

R 1—3t2 2t
14312’ 1+ 3¢2

och sluter oss till att de primitiva

[Gsningarna ar

m? — 3n?
== 7
y =mn
_ m? +3n?
T
med m > /3n.

-
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» n positiv heltal

» Studera
x"+y"+2"=0, X,y,z € L, (x,y,z) # (0,0,0) (1)
» Ekvivalent: x,y,z € N
» Ekvivalent: x" 4+ y" = 2"
» Ekvivalent: x"+y" =1, x,y € Q
» n=1: trivialt, n=2: PT
» Om n=absa

0=x"+y+2"=(x)°+ (y?)" +(27)°

sd 16sn for sammansatt n ger 16sn for faktor



Teorem (Fermats férmodan)

Fér n > 3 s& har ekvationen x" + y" = z" inga icke-triviala heltalslésningar.
y g g

» Fermat 1637: marginalanteckning Arithmetica av Diofantes:
It is impossible to separate a cube into two cubes, or a fourth power into

two fourth powers, or in general, any power higher than the second, into two
like powers. | have discovered a truly marvelous proof of this, which this margin
is too narrow to contain

» Bevisade fallet n =4 med “odndlig nedstigning”
» Euler: n=3



Ekvationen

har inga icke-triviala heltalsl6sningar.

» Kan anta ged(x,y) =1

> Py -y =22

» Om d|x? + y? och d|x? — y? s& d|2x? och d|2y?, varfor
ged(x? + y2, x2 — y?) € {1,2}.



Bevis (forts)

» Antag ged(x? 4 y?,x? — y?) = 1. Eftersom (x? + y?)(x? — y?) = z% s3

» s, t relativt prima, bada udda, ty s% + t? = 2x°.

u=(s+1t)/2
v=(s—1t)/2

v

u, v relativt prima. Eftersom y? = 2uv, si ar precis en av dem jamn, sig u jamn.
> u=2m? v=Kk?

(s 4+ t?)/2 = v®> + v? = x>, (u,v,x) PPT.

v



Bevis (forts)

> S3
u = 2de
v=d?—¢°
x =d?+ €

> u=2m?=2de, gcd(d,e) =1, s3 d = g%, e= h>.

> Siv=d?—e?=g*—hn=k?

» Men (g, h, k) annan I6sning till x* — y* = z2; denna |sning strikt mindre un
ursprungslésningen (x, vy, z) sa tillvida att g < x.



Bevis (forts)

» Antag istillet att ged(x? + y?,x?> — y?) = 2. D4 x,y udda, z jamn.
» (y2,z,x) PPT, sa

z = 2de
=d?— e

x* =d?+ €

med d >e >0
> S3
x2y? = d* — &t
och (d, e, xy) l6sn, strikt mindre &n ursprungslosn.

» S3 varje icke-trivial I6sning ger upphov till strikt mindre annan icke-triv 16sning;
omgjligt ty finns endast andligt manga strikt mindre 16sn!



Teorem (Fermat)

Ingen ratvinklig triangle vars alla sidlangder ar heltal kan ha en area som ar kvadraten
pa ett helta.

Bevis

» Antag (u,v,w) PT, u? 4 v? = w?, arean av triangeln uv/2
» Antag, for att f3 motsigelse, att uv/2 = s
» D3

2uv = 452

—2uv = —4s°

U+ 2uv — v? = w? + 452
v? —2uv — v? = w? — 452



Bevis (forts)
> S3

(u+v)? = w?+ 4s°

(u—v)? =w?—4s?
> Alltss
(1 —v?)? = (u+v)?(u—v)? = (W? 4+ 45%) (w? — 4s%) = w? — 2%s*

» Men vi visade just att x* — y* = 22 saknar icke-triviala heltalsldsningar!
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