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c-++ a1x + ag

Definition
® p primtal
® Zplx] ringen av polynom med koefficienter i Z,
® Allméant sddant
f(x) = apx" + ap_1x" 1 +
med a; € Zp, an # 0.
e n=deg(f(x)).
e Ic(f(x)) = an, Im(f(x)) = x"
[

Nollpolynomet har grad —co
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Lemma

* deg(fg) = deg(f) + deg(g),
* deg(f + g) < max(deg(f),deg(g))

| Zo[x],

e X+ (X +x+1)=x"+x*+ X3+ X+ X+ x+x+x+1=
xT+x%+x34+x2+1

e (XCPHx+1D+03+x2+1)=x>+x
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Evaluering
Definition
Om f(x) = ZJ'.’ZO cix), a € Zp, s3 ar evalueringen av f(x) vid x = a definierad
som

f(a) = i cjaj
j=0
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Definition

Evaluering

Om f(x) =3 7 ,cix), a € Zp, sa &r evalueringen av f(x) vid x = a definierad

som

J

f(a) = i cjaj
j=0

o

0 T

X

= =
NP

<

0

— —

N

1 (konstant polynom)
x*+x2+1

f(1)=1

g(l)=1
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f(1)=1

g(l)=1

och g definierar samma

polynomiella funktion Zy — Zy,
men ar olika som polynom
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Om f(x) = ZJ'.’ZO cix), a € Zp, s3 ar evalueringen av f(x) vid x = a definierad

som
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1 (konstant polynom)
x*+x2+1

f(1)=1

g(l)=1

och g definierar samma

polynomiella funktion Zy — Zy,
men ar olika som polynom

® Tva polynom ger samma
funktion omm de skiljer sig at
med en polynomiell multipel av
x? 4 x
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Teorem (Divisionsalgoritmen)

Antag f(x),g(x) € Zplx], g(x) e nollpolynom. De finns unika
k(x), r(x) € Zplx],

f(x) = k(x)g(x) + r(x), deg(r(x)) < deg(g(x)) (*)
Bevis.
Kan anta n = deg(f(x)) > deg(g(x)) = m. Satt

f=anx"+Ff, g=bmx"+§

och satt a
fh=f— b—"x”*mg.
Da deg(fh) < deg(f), fortsatt med induktion. O]

Beviset fungerar for koefficienter i en godtycklig kropp (e.g. Q,R) men inte
for Z.



e T _

Jan Snellman

[ = 2
Polynom med P
koefficienter i o fxX)=x>+x°+x+1, g(x) =x>+x
i
Definition, grad [}
Divisionsalgoritmen
Lagrange

Wilsons theorem f :X3g+ (f—x3g)
Hensel-lyft =x3g+ (x*+x2+x+1)

=03+ x%)g+ (x*+x2+x+1—x%g)
34 xg+ (P +x2+x+1)
P+ x)g+ (P +xP+x+1—xg)
34X+ x)g+ (x°+1)
X x+1g+ (P +1—g)

= (x
— (x
— (x
— (x
=P+ x>+ x+1)g+(x+1)
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f(x) € Zplx], a € Zp. Da f(a) =0 omm f(x) = k(x)(x — a) fér nagot k(x),
i.e., resten vid division med (x — a) ar noll.

Definition, grad

Divisionsalgoritmen Bevi
Lagrange evis.
Wilsons theorem Om f(X) (X)(X - a), Sé RHS(B) _ 0' Sé f(a) _ 0

=k
Om f(a) = 0, utfor division med rest:

-

(x) = k(x)(x —a) + r(x), deg(r(x)) <deg((x—a))=1
Sa r(x) = r, en konstant. Evaluera vid x = a:
0="f(a)=k(a)(a—a)+r

varfor r = 0. O
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Teorem (Lagrange)

f(x) € Zplx], deg(f(x)) = n. D4 har f(x) hogst n nollstillen i Zp.

Bevis.
Om acZp, f(a)=0,s3 f(x) =(x—a)g(x). Om f(b) =0, b+# a, sa
0= (b—a)g(b), och g(b) =0. Eftersom deg(g(x)) =n—1 < noch g(x)

inneh3ller de 3terstdende nollstillena till f(x), féljer utsagan med
induktion. ]

f(X) = [2]4X + [2]4 & Z4[X] men f([1]4) = [2]4 + [2]4 = [0]4,
f([3]4) = [6]4 + [2]4 = [0]4. Vad ar det for fel pd Z4?
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Wilsons theorem

Tillampning: Wilsons sats

Teorem (Wilson)

p primtal. D3 (p—1)! = —1 mod p.

Bevis
p =2: OK.
p > 2: Sitt f(x) = xP~1 — 1. Fermat: f(k) =0 mod p for

k €{1,2,...,p—1}. p—1 nollstillen in Z,[x]. Lagrange: inga fler nollstallen.
Faktorsatsen:

f(x) = (x —1)q(x) € Zplx],

aterstaende nollstéllen i g(x), sa

g(k) =0 mod p, ke{2,3,...,p—1}
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Beuvis.

Det foljer att
fx)=(x=1)(x=2)--(x=(p—1)) € Zplx]

Evaluera vid x = 0:

Med andra ord,
0Pl —1=(-1P1(p—1)! modp

Men p ir udda, s3 (—1)P1 =1.



f(x) =ax' + - +aix+ ag € Z[x]
® mn,r €Zy, c €Z, pprimtal

f(c) =0 medfor f(c) =0 mod m, ej omvant

® f(c)=0 mod mn medfor f(c) =0 mod m, ej omviant
o “Lyft":
e “Kombinera”:

medfor f(c) =0 mod mn (Kinesiska Restsatsen)
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f(x) =ax* + -+ aix + ag € Z[x]
myn,r € Zy, ¢ € Z, p primtal
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medfor f(c) =0 mod mn (Kinesiska Restsatsen)
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o f(x)=ax'+ - -+ ax+ap € Z[x]
®* myn,r&€Zy cE€Z, pprimtal
® f(c) =0 medfér f(c) =0 mod m, ej omvint

S ® f(c) =0 mod mn medfér f(c) =0 mod m, ej omviant
olynomiella

kongruenser o “|yft":

Polynomiella

kongruenser o f(C) =0 mod p'

modulo primpotens . 41 £ .
Formell derivata ¢  c=c+ tpr mod Pr men inte mod pr for1 <t< p— 1, olika
Hensels lemma ® Kanske f(c + tpr) =0 mod phLl for négot t

Faktorisering . i "

Tillimpning: e “Kombinera":

inverser

medfér f(c) =0 mod mn (Kinesiska Restsatsen)
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x2+x+5=0 mod 77

Modulo 7: 0 =x?> —6x+5=(x—3)2—94+5=(x—3)>—4=
(x—34+2)(x—3—2)=(x—1)(x—5)

Modulo 11: 0 = x> —10x +5= (x —5)2—25+5= (x —5)2 -9 =
(x—=5+3)(x—5—3)=(x—2)(x—8)

Kombinera med Restsatsen:

x=1 mod7

<& x =57 mod 77
x=2 mod 11

Tre I6sningar till, hitta dem!
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f(x) = x?> + x + 5, sok nollstillens modulo 72.
Mark: om f(a) =0 mod 49, sd f(a) =0 mod 7, men inte omvant
nodvandigtvis
Nollstallen modulo 7: 1,5. Kan vi “lyfta” dem till nollstillen modulo 497
a=1 mod 7 ger a=1+7s. Sa “lyften” ar 1,8,15,22,29,36,43. Ar nigon
av dem nollstdlle modulo 497
fla)=a’+a+5=(1+7s)°+(1+7s)+5=1+145+49s> +1+7s+5
mod 72, s3

f(a) =21s+7 mod 49

For nollstalle, 16s
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Polynom med
koefficienter i 21s

Lip
3s
Hensel-lyft
Polynomiella S
kongruenser
Polynomiella -
kongruenser varfor
modulo primpotens
Formell derivata a=1 +7s= 1 + 7 % 2=15 mod 49
Hensels lemma
Faktorisering Datorn kontrollerar:
Tillampning:
inverser

= —7 mod 49
—1 mod 7
=2 mod7

R.<t> = Integers(49) []
f=t"2+t+5

hittar
f(15) =0
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Ar det enda nollstillet?

myroots=f.roots(multiplicities=False)

hittar
myroots = [33, 15]

Aha, sa “lyftet” av nollstillet x =5 mod 7 till x =5+ 7 x4 fungerar.
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Formell derivata

Definition

® f(x)= Zjajxj € Kl[x]
® K ndgon koefficientring

® Den formella derivatan ar f/(x) = ijajxj_l

fx)=1+x+x>+x3+x*+x5 € Z,[x],
da blir
F/(x) =14 2x +3x> + 4x3 + 5x* = 1+ 3x% + 5x*.

Koefficienterna raknas modulo tva, inte exponenterna!
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Lemma

f(x+y) € Klx, yl, polynomringen i tva variabler. D3 galler att
fix+y) = f(x) + f'(x)y + g(x,y)y (1)

for nagot g(x,y) € Klx, yl.
Vi kan identifiera K[x,y] med K[xlly] C K(x)ly] och skriva

fix+y) =f(x)+f'(x)y + O(y*)
f(x)=x3—x+2, f/(x) =3x>—1, och

fix+y)=(x+y)>3—(x+y)+2
=x343x°%y +3xy° +y  —x—y+2
=3 —x+2)+ (3x2—1)y 4+ 3xy% + y5.
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Bevis.

Binomialsatsen:

J
2

(X+Y)j = x/ +fXj_1y + < )XJ'_Qy2 + - —|—yj = x/ +jxj_1y +y2gj(x,y)

Darfor:

fix+y)=

Z aj(x+yy
j
a0+ Y aji(x + 1ty + gi(x,y)y?)
Jj>0
ao+ Y ax+y) apd t+y? ) agilxy)
Jj>0 Jj>0 Jj>0
F(x) + yf'(x) + g(x, y)y?



p primtal

f(x) € Z[x]

ceZ, flc)=0 mod p"

Substituera x =c, y =p'si f(x+y) = f(x) +
Far f(c+sp") =f(c) +f'(c)p's+g*(p's)?

flc+p's)="f(c)+f'(c)p's

Om f’(c)#0 mod psa f'(c) #0 mod p*!

flc+p's)=0 modp™ = f'(c)p's=—Ff(c) mod p'*!

unikt. Dela med p" for att erhalla

( )y + g(x,y)y?

mod p" !

och vi kan l6sa
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flc+p's)=f(c)+f'(c)p’s mod p*!

Om f'(c)#0 mod psa f'(c) 20 mod p ™! och vi kan l6sa

flc+p's)=0 mod p™ = f(c)p’'s=—F(c) mod p !

unikt. Dela med p" for att erhélla




Talteori, Forelasning 4

Jan Snellman

Polynomiella
kongruenser

Polynomiella
kongruenser
modulo primpotens

Formell derivata
Hensels lemma
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Tillampning:
inverser

p primtal
f(x) € Z[x]
ceZ, fl(c)=0 mod p"

Substituera x =c¢, y =p'si f(x+y) =f(x) +
flc)+f'(c)p’s+gx(p's)?

Far f(c+sp") =

flc+p's)=f(c)+f'(c)p’s mod p?
Om f’(c) #0 mod psa f'(c) Z0 mod p™* och vi kan I6sa

flc+p's)=0 modp™!

=

unikt. Dela med p" fér att erhalla

f'(c)p"s = —f(c)

( )y + g(x,

Hensels lemma

y)y?

mod pr+1
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Lemma (Hensels lemma)

O p primtal
@ f(x) € Z[x]
© f(c)=0 mod p/
O f'(c) 20 mod p
D3 finns unikt t (mod p) sa att

flc+tp)) =0 mod p/!

Detta t ar den unika ldsningen till ekvationen

—f(c)

tr'(c) o

mod p
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Lemma (Hensels lemma)

® p primtal ® ¢, =c_1 mod P (lyft av
@ f(x) € ZIx] G-1)
©® f(c)=0 modp
O f'(c)#0 mod p ® f(c;) =0 mod p/ (I6sning mod
D3 finns ¢, c3, Cay ... S3 att P’
O ¢; = ¢ mod p (det ar ett lyft av
c) O ¢ ar unik mod p/

® Lyft ¢ till ¢jy1 genom att sitta ¢j11 = ¢ + tp/, 16s for t mod p/+1

e Om f’(c) =0 mod p s3 forsta lyftet icke-existerande eller ej unikt
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koefficienter i ®* p=5
- o f(x)=x3+2
Hensel-lyft ) .
Polynomiella ® f saknar nollstallen i Z eller @, men ett nollstélle i R, och 3 nollstallen i
kongruenser
Polynomiella (C
kongruenser
modulo primpotens ° f(2) =0 mod>5
Formell derivata
Hensels lemma o f/(X) = 3X2, f’(2) =12 5.'5 0 mod5
Faktorisering . .
Tillimpning: ® Hensel: lyfter unikt till alla potenser av 5
inverser
o Lyft till p%: 16s t + 12 = —10/5 mod 5, far t = 4, ger lyft 2 + 4 x5 = 22

L PPt P

2 22 72 322 947
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Formell derivata
Hensels lemma
Faktorisering
:I'illéimpning:
inverser

p=3
fix)=x3+2
f(1)=0 mod 3

f'(x) =3x% f'(1)=3=0 mod 3
Hensel: om det lyfter, sa ej unikt

| sjalva verket inga I6sningar modulo 9
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Hensels lemma
Faktorisering
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[ ] p:3
o fix)=x*—Tx3+2x2+2x+1
® f(2)=—27=0 mod 3

o f/(x) =4x3 —21x%® +4x +2
e f'(2)=—42=0 mod 3
® Hensel: om lyfter, sa ej unikt

® | yfter pa varjehanda satt:

moduli roots
3 [2]
G2 (2,5, 8]

e [2,5,11,14,20,23]
34 (11,23, 38,50, 65, 77]
® Motsager verkligen inte Lagranges fina resultat
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Hensel-lyft e Vi lyfter “manuellt”
Polynomiella
kon)éruenser e 0= f(2 e 3t) = f(2) e f’(2)3t mod 9

Polynomiella

kongruenser 2 H
modulo primpotens ® f(2) rakar bli 0 mod 9
Formell derivata / _
[ ] =
Hensels lemma f (2) =3 mod 9
Faktorisering ® 3x3%t=0 mod 9, t i vadsomhelst
Tillampning:
inverser °

24+0x%3,24+1%3, 2+ 23 alla giltiga lyft
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Tillampning: faktorisera heltal

Antag g1, g2 primtal, N = q1q»

N = giqz mod p/

Om xjy; = N mod p/, sitt xi1 = X+ sp/, yj41 = yj + tp/,

Vill ha xj41yj+1 = N mod p/tt

N = (x; +sp/)(y; + tp/) = xjy; + tp/x; + sply; + sp/tp/ mod p/*!
N — xjy; = tp'x; + sp'y; mod p/™?

Allt delbart med pf ,5a

(N — xy;)/p = sy; + tx; mod p

p lésningar, om s fixt sd kan t |0sas ut
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Formell derivata
Hensels lemma
Faktorisering
:I'illi—impning:
inverser

Tillampning: inverser

® a2 € 7Z har invers b mod p", sd ab=1 mod p"

SaaZ0 mod p

Vill lyfta b till invers mod p™*+1

f(x) =ax—1, f(b) =0 mod p", f’(b) =a#0 mod p

f(b+ tp") =

Dela med p”

ab—1
p"

f(b) + f'(b)tp" = ab—1+ atp” =0 mod p"*!

+at=0 mod p
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Hensel-lyft ® =8 p=5>5
Polynomiella ,
kongruenser e 8x2=1 modb5

Polynomiella
kongruenser

wodiio piporens @ Ekvation (8%2—1)/5+8t =0 mod 5 blir 348t =0 mod 5, unik
L osning ¢ = 4

Faktorisering ® S32+4x%x5 =22 invers mod 25

:I'lllampmng:

inverser ® 3x22 =176 =1 mod 25
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