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Definition

Definition

G andlig grupp, g € G.

Dl =T

® g€ G har ordning o(g) =nom g"=1men g" #1forl < m<n;
o(e) =1

® g°=1omm n|s.

e g =g/ ommi=j mod n.

® 3 € Z har (multiplikativ) ordning n modulo m om o([al,,) = n, i.e. om

a" =1 mod m men ej for mindre potens.

® Rosens notation: ord,(a) = n
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Jan Snellman Teorem
Multiplikativ g € G grupp, o(g) = n. D3 o(g") = 2dnh)
ordning
Definition
Elementéra Beuvis.
egenskaper

Sitt d = sgd(n, k). Har (g¥) = g% =1 omm nlks, alltsd omm
S (n/d)|(k/d)s. Men sgd((n/d),(k/d)) =1, s& detta intrdffar omm (n/d)|s.
exponent Alltsa o(g*) = (n/d). O

Indexaritmetik

| Z35, o([4]) = 6, ty [4]% = [3],[4]3 = [12],[4]* = [9],[4]° = [10],[41® = [1]. S&

Primitiva rotter

o([4]*) = 4/sgd(4,6) = 6/2 = 3.

Vi ser att [4]* = [9], [4]® = [13], [4]1? = [1]
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Definition

Elementéra
egenskaper

Teorem

g,h € G grupp, gh = hg, o(g) = m, o(h) = n, sgd(m,n) = 1. D3
o(gh) = mn.

Bevis

Satt o(gh) = r.

(gh)™ = (gh)(gh) --- (gh) = g™ h™ = (g™)" % (h")" =1"% 1" =1,

sa r|mn.
Eftersom sgd(m,n) =1sd ar r = rnrn med ris; = m, sy = n,
sgd(ri, r2) = 1.
Sa
1= (gh)" = (gh)"” = g™ h"",
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Definition

Elementéra
egenskaper

Bevis.

Da galler alltsa att
1 =15 — gr151r2 prisir — (gm)rzhmm — pmr2.

Det féljer att n|(mrp). Men sgd(n, m) =1, sé n|ry. Alltsd r, = n.
Pa liknande satt far vi att B = m.
Foljaktligen sa ar r = mn.
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Multiplikativ
ordning

Elemekr::éra
ceeaRet Om g = h=[4] € Z}5, s& o(g) =6, o(gh) = o(g?) = 6/2 = 3 enligt
tidigare. S& det giller INTE NODVANDIGTVIS att

Primitiva rotter
Universell

exponent o(gh) = mgm(o(g), O(h))

Indexaritmetik

nar sgd(o(g),o(h)) > 1.
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Heltalet a ar en primitiv rot modulo n om [a], genererar Z*, i.e., om den har

nl
Multiplikativ multiplikativ ordning ¢(n).
ordning
cone e [ExempEl
Definition
Primitiva rotter ® 2 dr en primitiv rot modulo 5, enar

modulo ett primtal
Primitiva rotter
fb e 215, = [2], (213 = [4], [212 = 3], [212 = [Ls

Primitiva rotter
modulo en

primpotens ® Det finns inga primitiva rétter modulo 8, eftersom Z§ har ¢(8) =4

M element, men inget element har ordning > 2:
Generellt modulus

Universell *11(12(3]4 *11(3(5|7

exponent

Indexari " 1111234 11|13 (5|7

ndexaritmeti 121413 313111715
313(1(4)|2 5/5(7|1|3
4143|121 7171531
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Definition
Primitiva rotter
modulo ett primtal
Primitiva rotter
modulo en
primkvadrat
Primitiva rotter
modulo en
primpotens
Tvapotenser
Generellt modulus

Teorem

p primtal, d delar p— 1. D har polynomet f(x) = x¢ — 1 € Z,[x] exakt d
nollstallen.

Beuvis.
®*e=(p—-1)/d
o xP1—1=(x%—1=(x4—1)(xdd 4 x%20 ... 4 xI+1)=
(x¥ —1)g(x)

® deg(g(x))=de—d=p—1—d
® Fermat: xP~1 — 1 har p — 1 nollstillen
® Lagrange: x¢ —1 har hogst d nollstillen, g(x) hogst p— 1 — d nollstallen

e Slutsats: x? — 1 har precis d nollstillen, ( g(x) har precis p—1—d
nollstéllen)
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Definition
Primitiva rotter
modulo ett primtal
Primitiva rotter
modulo en
primkvadrat
Primitiva rotter
modulo en
primpotens
Tvapotenser
Generellt modulus

Teorem

p primtal. Da finns en primitiv rot modulo p.

Beuvis.
® Ok nar p=2
® Antag p udda
® Faktorisera p—1=gq;*--- g
°* h(x)= x9%" —1 har precis g7* nollstéllen enligt foregdende

~ ap—1 . — ..
® hi(x) =x% —1 har precis q7* ! nollstillen

a ap—1
® Exakt q;* — q;* ! element v € Zp med v =1, v #£1
® Dessa ar precis de som har ordning g7*, valj en, u;
® =uup--- U,

e o(u) = ofu1) - o(uy) = g7

-qir = p—1, ty u; parvis relativt prima
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Multiplikativ
ordning

Primitiva rotter
Definition
Primitiva rotter
modulo ett primtal

Primitiva rotter
modulo en
primkvadrat

Primitiva rotter
modulo en
primpotens

Tvapotenser
Generellt modulus

Universell
exponent

Indexaritmetik

p=nth_prime (362)

print (p)

myfact=factor(p-1)

print (myfact)

c=mod(1,p)

C=Set ([1)

for fact in myfact:
q,a=fact
b=a-1
h=Integers(p) [x] (x~(q~a)-1)
hh=Integers(p) [x] (x~(q"b)-1)

maxl = Set(h.roots(multiplicities=Fals¢
minl = Set(hh.roots(multiplicities=Fals
candidates = maxl.difference(minl)

u = candidates[0]

print (hh,h,max1,minl,u)

c = c*xu

C=C.union(Set ([ul))

print(C,c)

print (multiplicative_order(c))

ger p= 2441, p— 1 = 2440 = 2% . 5 61, C = {1280, 122,590}, ¢ = 2275, ord,(c) = 2440.
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p primtal. D3 finns en primitiv rot modulo p?.

Bevis
Definition @ a primitiv rot mod p
Primitiva rotter
modulo ett primtal 9 g =a —+ tp
Primitiva rotter h d
modulo en = 0or
primkvadrat © P (g)
Primitiva rétt 2\ . 2 -
e yotter O ¢(p°) =plp—1), sd hip(p—1)

primpotens
Tvapotenser
Generellt modulus

® g" =1 mod p? och alltsd g" =1 mod p
O@g=a modpsigPl=aP1=1 modp
@ Vifar (p—1)|h
O®@Sih=plp—1ellerh=p—1

© Havdar: bada fallen kan intréffa (beroende pa t). Speciellt, kan vélja t sa
att h=p(p — 1), och g primitiv rot mod p?
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Definition
Primitiva rotter
modulo ett primtal
Primitiva rotter
modulo en
primkvadrat
Primitiva rotter
modulo en
primpotens
Tvapotenser
Generellt modulus

Bevis.
@ Satt f(x) =xP1 -1
® f(a) =0 mod p. Vill underséka om g = a+ tp ar ett lyft.
®'(x)=(p—1)xP2=—xP"2 mod p
® f'(a)=—a"2 mod p#0 mod p
@ Sa unikt t = ty for vilket g = a+ top lyft
® For andra t, g = a+ tp ej Iyft, f(g) #0 mod p?, gP1 %1 mod p?
@ Dvs, ord2(g) #p— 1.
® Enligt tidigare, ord 2(g) = p(p—1)
& g = a+ tp primitiv rot modulo p? for alla t utom ett!
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Multiplikativ
ordning

Definition

Primitiva rotter °
modulo ett primtal

Primitiva rotter

Fungerar for p = 2 (degenerarat fall)

modulo en e 75 ={[1]2}. Primitiv rot 1
primkvadrat

Primitiva rotter e Lyfter till 1,3

mgdulo en

fliienal ® 3 3r en primitiv rot mod 4.
Tvapotenser

Generellt modulus

Universell
exponent

Indexaritmetik
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Multiplikativ
ordning

Primitiva rotter
Definition
Primitiva rotter
modulo ett primtal

Primitiva rotter
modulo en
primkvadrat

Primitiva rotter
modulo en
primpotens

Tvapotenser
Generellt modulus

Universell
exponent

Indexaritmetik

Kontrollerar att 2 dr en primitiv rot modulo 11. Sen forsoker vi lyfta:

p,a=11,2

thelifts = [

[a+t*p,multiplicative_order (mod(a+t*p,p~2))]
for t in range(p)]

ger
[[2,110],[13,110],[24,110], [35,110]]

(57,110, [68,110] , [79, 110] , [90, 110] , [101,110] , [112, 10]]

S3 varje lyft &r en primitiv rot mod 112, utom 2 + 10 % 11.
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Definition
Primitiva rotter
modulo ett primtal

Primitiva rotter
modulo en
primkvadrat
Primitiva rotter
modulo en
primpotens
Tvapotenser
Generellt modulus

Teorem

® p > 2 primtal
@® a primitiv rot modulo p*
O k>2
D3 ar varje lyft g = a+ tp* en primitiv rot modulo p**!.

Bevis.

Konsultera “Constructing the Primitive Roots of Prime Powers” av Nathan
Jolly (finns pa kurshemsidan).

O
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Multiplikativ

Primitiva rotter

Definition °* p=11, k=2

Primitiva rotter

modulo ett primtal ® a =2 primitiv rot mod p och mod p?

Primitiva rotter

modulo en ® Alla dess lyft skall vara primitiva rotter mod p3

primkvadrat
Primitiva rotter

modulo en O Speciellt, a S_]aIV

i o Kontroll: ¢(p®) = p2(p—1) = 1210
Generellt modulus A Faktiskt, 0rd113 (2) _ 1210
Universell

exponent

Indexaritmetik



® ] primitiv rot mod 2

® 3 primitiv rot mod 4

® [ngen primitiv rot mod 8

® Inte for nagot 2k k>3

® | sjilva verket, om k > 3, a udda (s4 sgd(a,2X) = 1) har vi

a"’(zk)/2 = azk_2 =1 mod 2¥

Lds Rosen! O




p udda primtal
keZ,
e Varje primitiv rot mod p¥ lyfter till 2p*

® S5 n=2pX har primitiva rétter

® Primitiv rot modulo m omm m ar 2, 4, p¥ eller 2p*

Rosen! O
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Multiplikativ °
ordning ne Ly

Primitiva rétter ® U ir en universell exponent till n om [a]Y = [1], for alla [a] € Z

Universell e Id est, om a¥ =1 mod n for alla a med sgd(a, n) = 1.
exponent
Struktur av Z

Indexaritmetik

Ordning av elem. i Zg:

® A(n) ar den minsta universella exponenten
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Multiplikativ
ordning
Primitiva rotter

Universell
exponent
Struktur av Z;

Indexaritmetik

o 7Zi~Cy
® Zg % Zs, ty €j cyklisk, bdda har 4 element
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® 75 trivial, Zy ~ G5, Zg ~ Co x G, och Zz*k ~ G X Gy
® p udda primtal
® Zpa ~ Cs med s = ¢(p?)

® Omn=pit---pir séZ::Z;al X oo X Lo
1 r

* AM2)=1,A(4) =2, A(2%) =22, A(p?) = d(p?) = p° — p> !
® A(pf*---pir) = mgm(A(p{"), ..., A(pi))

Struktur av Z;

Beuvis for sista delen.

Om G = Cpy X Gy, X Cpy,, med m = mgm(my,...,m,), sd
e h" =1 forallahe G
® Finns ndgot g € G med o(g) = m
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Multiplikativ
ordning
Primitiva rotter

Universell
exponent
Struktur av Z;

Indexaritmetik

© 675 =27 %25
o $(27) =18, $(25) =20

o $(675) = $(27)d(25) = 18 20 = 360
* A(675) = mgm(18,20) = 180

L 2275 ~ (15 X Cyg



m = pX eller m = 2pk

$(m) =M

Zy, = (r)={r, r?...rM= (Um} ~ Cy
lalm € ZF,, i.e. sgd(a,m) =1

¢ 3=r mod mforunikt xmedl < x <M

x =ind,(a), index av a till basen r, diskret logaritm

a, b relativt prima med m, da ind,(a) = ind,(b) omm a= b mod mi.e.
om [alm = [blm
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Multiplikativ

Primitiva rotter

* n=14
Universell
exponent ° ¢(n)=6
Indexaritmetik e r—=3
Indexregler
Lésa kongruenser ° Ord14(r) =6
Potensresidyer
e [r, r2 3, rt s, r°] =13,9,13,11,5,1]

indy4(13) = 3, etc



Teorem
o(m) = M, Zi, = (r).

ind,(1) =0 mod M

ind,(ab) = ind,(a) + ind,(b) mod M

keZ,

ind, (a¥) = k *ind,(a) mod M

Precis som vanliga logaritmer!
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Multiplikativ
ordning
Primitiva rotter

Universell
exponent

Indexaritmetik
Indexregler

Losa kongruenser
Potensresidyer

9 =11 mod 14
ind3(9*) = ind3(11)
x xind3(9) = ind3(11) mod 6
x*2=4 mod 6

x=2 mod3

Kontroll: 92 =81 =5% 14 + 11 = 11 mod 14,
9°=9(922=9%112=9%(—3)>=9%9 =11 mod 14.
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Multiplikativ
ordning
Primitiva rotter

Universell
exponent

Indexaritmetik
Indexregler

Lésa kongruenser
Potensresidyer

Definition

m,k6Z+

acZ, sgdlaym) =1
o xk=2a mod m I3sbar

® Da: a ar en k:e potens-residy av m

e m=11, k=2

® x* =9 mod 11 Isbar, s3 9 ir fjardepotens-residy mod 11

* x* =8 mod 11 ej Iésbar, sa 8 €] fjirdepotens-residy mod 11
* x* mod 11 &r [0,1,5,4,3,9,9,3,4,5,1]
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Indexregler
Losa kongruenser
Potensresidyer

Teorem

* meZy, M=db(m), ZF, = ([rlm)
e keZ,,acZ,sgdla,m) =1
® d =sgd(k, M)
® Da:
x*=2a mod m
l6sbar omm
a4 =1 mod m

® Om lésbar, precis d I6sningar mod m (dvs i Z},)
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Indexregler
Losa kongruenser
Potensresidyer

Beuvis.

Oversitt till
k xind,(x) =ind,(a) mod M

Skriv x = r¥ mod m, ind,(a) = A.
Far

kxy=A mod M
Losbart omm d|A. Men

M
A=dz & FA = Mz
sa det sker omm %A =0 mod M, alltsd omm

ad =1 mod m
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s e ———
ordning

Primitiva rotter m=11, M=10, k=4,d =2

Universell
exponent

9°=1 mod 11

Indexaritmetik

[enester * x*=9 mod 11 Iésbar
Losa kongruenser

Potensresidyer °
8°=-1 mod 11

* x* =8 mod 11 ¢j I6sbar
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