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» z=a+ibeC
» konjugat z=a—ib

» norm N(z) = zZ = a® + b



Zlil ={a+ ibla,b € Z}

» Zli] delring till C
» Ej delkroppp (1/2 & Zlil)
» Integritetsomrade (inga nolldelare)

» Huvudidealomrade
» FEuklidisk



Lemma

Om N(«) = n s vp(n) jamn for alla p =3 mod 4. Om n € Ny uppfyller att v,(n)
Jjamn for alla p =3 mod 4, s3 4r n normen av nigot o € Z[i].

Beuvis.

Om & =a+ibsa n= N(«)=a’+ b?> summa tva kvadrater. Alltsa forekommer varje
p = 3mod4 med jamn multiplicitet, och omvant. O






Delbarhet

Definition

«, B € Zl[i]
x|B omm finns y € Z[i] s.a. f =y«
o @r inverterbar (ar en enhet) om o1

>

>

» «, 3 ar associerade om «|f3 och f|x

» « ar irreducibel om varje delare antingen en enhet eller associerad till «
>

o ar ett (Gaussiskt) primtal om |12 medfor att «|P; eller «|B2 (eller for all
del bida)



Definition
Qlil ={a+ bila,be Q}
Lemma

» Zl[i] delring till Q[i], som &r delkropp till C, och som &r en kvadratisk
kroppsutvidgning av Q

» QIi] ar fraktionskroppen till Z[i precis som Q &r det for Z, dvs den ar den minsta
kropp som innehaller Z.[i]

» Siom «, B € Z[il, med B # 0, sa giller alltid att % € Qli], med % € Zli] endast
om Bl
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Lemma
«|B medfor att N(o)|N(f)

Beuvis.

Normen ar multiplikativ.

Korollarium

» N(x) =1 omm o enhet omm « € {*1, %}
» Om N(«) ett (rationellt) primtal, sd « irreducibelt.

Bevis.
> 1=N(1) = N(oc%) = N(o)N(
ar de bada 1.
» Om ox = By med N(B), N(y) > 1, sa N(x) = N(B)N(y), motsagelse.

1y o3 1 - .
), sa eftersom N(a) och N(3) positiva heltal s3



u, v € Z[i] associerade omm u = awv foér ndgon enhet « € Z[il, i.e. omm u € {£v, +iv}

Om u,v € Z[i] associerade s3 N(u) = N(v).



Om o =3+ 4isd N(ax) = N(x) = 32 + 4% = 25, met o« [ eftersom

3—4i (3—4i)? 9-16—24i —7 24, .
314i- 3 3 2t %

Ocksa sant att @ J«.



Divisionsalgoritmen i Z

> 7/3€Q » g=|a/b],r=a—bg

> 7/3=2+1/3 » Kan aven vilja q till heltalen ndrmast
> 7=2%x3+1 a/b, och [r] < b/2

> Kvot 2, rest 1 » 8/3=2+2/3=3-1/3

> a=bg+r,0<r<b > 8—=2%x3+2=3%x3-—-1



Teorem (Divisionsalgoritm)
Om o, B € Z[il, B #0, sa finns (e nédv. unika) vy, p € Zlil s.a.

1. x=vB +p,
2. N(p) < N(B), (kan f3 till N(p) < SN(B))

Beuvis.

Berakna
x

p

som tidigare. L3t u, v vara ndrmaste heltal till { och 3. Laty = u + iv,
p=ox—vp.

=2+ 2ieqli



1+8i (1+8i)(2+4i) —30+20i —3+

2—4 20 20 2
Tarviy=—1+41isa p=—1+2i, med norm 5.
Tarviy=—-2+41is3a p=1—2j, ocksd norm 5.




Teorem
Lit o, B € Z[i]. Féry € Z[i] sa ar foljande pastdenden likvirdiga:
1 vy «, p|B sd ply
2. vy «, p|B sd N(p) < N(v)
3. vy =ux+ vp fér nagra u,v € Zli], och om p = fa+ g3 fér nagra f,g € Zli] sa
Ylp
4. v = uo+ vp fér nagra u,v € Z[il, och om p = fo+ g fér nagra f,g € Z[i] sa
N(p) < N(v)

&, Y|P och om p

X, Y|B om om p

Bevis.
Som fér heltalen; byt | - | mot N(-). O

Definition

Vi sdger att y ar en storsta gemensamm delare till & och f3.



Tva olika sgd till o, 3 ar alltid associerade.

o, 3 € Z[i] ar relativt prima om ged(«, 3) = 1 (eller enhet); annorlunda uttryckt, om
ekvationen
ux+vp3 =1

ar losbar Z[i].



Om o =vyp +p med N(p) < N(B), sd gcd(cx, B) = ged(B, p)

Iterera ovanstaende, far sgd. Samla ihop termer, far Bezout-uttryck.

Kvoter och rester ej unika, ovanstiende fungerar dnda!



11+3i=(1—i)(1+8)+2—4i
1+8i=(—1+i)(2—4i)+1—2i
2 4i=2(1—2))+0

sa

ged(11+ 3,1 +8i) =1—2i = (1)(1+8i) + (1 — i)(2 — 4i) =
= (1)(148) + (1= N((11+3i) + (=1 + ) (1 + 8i)) =
=(1—)1143)+ 1+ 1 =) (=14 )1 +8i)



Om «, B,y € ZIil, By, gcd(o, ) =1, sd ofy.

Eftersom o|By sa kan vi skriva By = aw for ndgot w € ZI[i]. Eftersom ged(«a, ) =1,
sa
1=ux+vp,

Y =vux+vyvp = ayu+ owv = x(uy + wv).



Lemma

Om o € ZIi] ar irreducibel, s3 ar det ett Gaussiskt primtal.

Beuvis.

Antag att oab. Eftersom o ar irreducibel, sa ar ged(«, a) = 1. Det tidigare lemmat
ger nu att «|b. O

Lemma

Om o € ZIi] ar ett Gaussiskt primtal, s ar det irreducibelt.

Beuvis.

Antag, for att f& en motsagelse, att o ar reducibelt, dvs o« = ab med
N(a), N(b) < N(c). Da o|ab men o« fa, o« [b, vilket motsdger att « ar ett Gaussiskt
primtal. O



Varje « € Zli] kan skrivas som en dndlig produkt av Gaussiska primtal.

Om « ar irreducibel, sa ar det ett GP, klart.
Om o = ab med N(a), N(b) < N(«), sé kan vi mha induktion skriva a och b som
andliga produkter av GP. Kombinera. O



Teorem (Unik faktorisering)

Om 0 # o € ZIil, sa

dar m; ar GP. Om vidare
x=q1qe

ar en annan factorisering av & som produkt av GP, s t = s, och det finns en
pemutation 0 € Ss sa att q; = €;7y(j) for 1 < j <s, med N(ej) = 1.

Beuvis.

Precis som for heltalen.



Mark att ett (rationellt) primtal p inte behdver vara ett Gaussiskt primtal. Till exempel
sd har vi att
5=(1+2/)(1—2i)=(2—)(2+1)

Har ar (1 + 2/) och 2 — j associerade, liksom 1 —2j och 2 + i, sa de tva
faktoriseringarna ar ekvivalenta.



Lit « =34 4i. D4 N(x) = 9 + 16 = 25 = 52. S3 antingen ir « GP, eller s3 &« = uv
med N(u) = N(v) =5.
Vilka Gaussiska heltal kan ha norm 57 Uttdmmande prévning hittar

14201 —2i,—14+2i,—1— 20,24+ 0,2 —i,—2+i,—2—i

och vi ser att
344i=—(1-2i)?



Teorem

» Varje « € ZI[i] med jamn norm 4r delbar med 1+ i
» 2 4re GP

Bevis.

» Antag att N(a+ ib) = (a+ ib)(a — ib) = a® + b? = 2c. Eftersom
(14+)(1—1i) =2, sa har vi att

(a+ib)(a—ib) = (14 i)(1—i)c=(1+)3%ic

Men N(1+ /i) =2, och 1+ ar alltsd GP. Fran unik faktorisering ser vi att 1 +/

delar a + ib eller a — ib.
Men om 1+ / delar a — ib s& kommer 1 — j att dela a+ ib, och 1 + / 4r associerad

med 1 — /.
> 2= (1+4+i)(1—1).



Lt 7t vara ett GP. D3 m|p for ett unikt rationellt primtal p.

Satt N(7t) = 7t = n, och faktorisera i rationella primtal, n=p; --- p,. D&

mpip2---pr =  T|p; nigot p;

Men e € Z omm « = Tic, ¢ € Z; om m7tc = p ar rationellt primtal, sd ¢ = £1. O



Teorem
Ett rationellt primtal p ar reducibelt i Z[i] omm det dr en summa av tvd kvadrater (pa
heltal).

Beuvis.

» Antag p = ap € Zli], «, B ej enheter. D3 N(p) = p> = N(xp) = N(x)N(B).
Alltsd N(x) = N(B) = p. Skriv &« = a+ ib, dd p = N(a + ib) = a® + b?, s& p ar
en summa av tva kvadrater.

» Antag att p = a° + b?, a,b € Z. Sitt « = a+ ib. D& &r
p=(a+ib)(a—ib) = ax

en icke-trivial faktorisering av p.



Varje rationellt primtal p =3 mod 4 ar ett GP.

Sadana kan ej skrivas som en summa av tva kvadrater. O



Korollarium

Ett rationellt primtal p =1 mod 4 har precis tva olika icke-associerade Gaussiska
primfaktorer. in Z[i].

Bevis.

Vi vet att

p=a’+b>=(a+ib)(a—ib)

dar a+ ib och a — ib har primtalsnorm, och alltsd ar Gaussiska primtal. De ar inte
associerade, havdar vi.

1.

w

Om a+ ib=1(a—ib) s& b =0, alltsd p = a?, vilket motsiger att p rationellt
primtal.
Oma+ib=—(a—ib)sa a=0.

.Oma+ib=i(a—ib)=b+iasd a=b, alltsa p = a®> + b*> = 2a%, en motsigelse.

Om a+ib=—i(a—ib) = —b—iasd a=—bsd p=a®>+ b?> =2b? en motsigelse.
O



Korollarium

Lat p vara ett rationellt primtal.
> Omp=2sdp=2=—(1+i)?
» Om p=1 mod 4 s3 p = 7r, dar 7t och Tt ar icke-associerade GP
» Om p=3 mod 4 s3 ir p GP.



Teorem
Varje GP « &r associerad till antingen
1. 1+
2. 7 eller 7@, dir N(mt) = p &r rationellt primtal med p =1 mod 4,

3. p, dar p rationellt primtal, p =3 mod 4.

Beuvis.
» Varje GP « delar ndgot rationellt primtal p
» Antingen p=2, p=1 mod 4, eller p=3 mod 4
» Vi vet hur dessa olika fall faktoriseras i ZI/]
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Teorem

Om ett rationellt primtal p dr en summa av tva kvadrater, sig p = a®> + b2, s3 ar detta
skrivsatt vdsentligen unikt: a®> och b? &r unikt bestimda (upp till omkastning).

Beuvis.
» p=a’+b*>=(a+ib)(a—ib)
» N(a+ib)=N(a—ib) =p,sa a+ib, a—ibGP
» Antag att p = c® + d? = (c + id)(c — id).
» Fran unik faktorisering sa a+ ib = u(c + id), u enhet, eller a+ ib = u(c — id).

» | det forsta fallet, om u =1, s3 ¢ = —a och d = —b, s3 ¢2 = a2 och d? = b?



Teorem

L3t det positiva heltalet n ha (rationell) primfaktorisering
S t
e 7
n=2"[Tp7[Tax
j=1 k=1

med p; rationella primtal =1 mod 4, och qx =3 mod 4; vidare ar alla f, jamna.
D3 ges antalet sitt att skriva n som en summa av tva kvadrater, tagande i beaktning

ordning och tecken,
4] J(e+1)
J



Beuvis.

» Riknar antalet sitt att factorisera n = u? 4+ v? = (u+ iv)(u — iv) i Z[i]

2m = im(1—i)*m

p; = (aj + ibj)(aj — ib;), produkt icke-associerade GP

Sa n=e(1— i)™ I3y (a + ibj)(a; — iby) [Thy aff

Faktorn u + iv ar, fran unik faktorisering, pa formen

€o(l—1)" Hjs-zl(aj + ibj)8 (a; — ib) i [Ti_; &k med 0 < w <2m, 0< gj < ¢,
0< h<e, 0< € <H

u—iv=u+iv==eo(l—i)"Tiy(a— ibj)(a; + i) [Tjey
. . i+h; /4
n=(u+iv)(u—iv)=2"TT, pP " Ty ap

Sd w=m, gi+ h; = e, 2{; = fi, €g enhet

vV vyYyyewy

vV vYyyvyw

Sé e + 1 val for gj, 4 val for eg.



n=5=(2+i)P?2-?
Mojliga faktorer u + iv ar

(2402 =3+4i,i(2+i)>=—4+3i, P+ =-3—4i,32+)?=4-3i,
(24+)(2—i)=5
(2—i)2=3—4j

samt 6 till, far n = (£5)%2 + 02 = (£3)2 + (£4)2 = (£4)2 + (£3)2.



13 =(2+3i)(2—3i),
med faktorer
2+3i,—3+2i,—2—3i,3—2i,2—3i,34+2i,—2+3i,—3—2j

Alltsa
52513 = (24 1)%(2—)?(2 4+ 3i)(2 — 3i),

en mojlig faktor ar

2+ )%2+3)=3+4)(2+3i)=—6+17i

52 %13 = (—6)% + 172



Teorem

L3t 4F (n) beteckna antalet sitt att skriva n som summa av kvadrater. D3 dr F
multiplikativ, med varden pa primtalspotenser

> F(2™) =1,
» omq=23 mod4si F(g?f) =1 och F(¢g**1) =0
» omp=1 mod4siF(p¢)=e+1



Kom ihdg

Definition
» Heltalslosningar till 2% + b?> = c? kallas Pytagoriska tripplar (PT)
» Om gcd(a, b, c) =1 sd primitiv Pytagorisk trippel (PPT)

Lemma

» Om (a,b,c) PPT, sa gcd(a,b) =1, aZ b mod 2, ¢ udda

» Antag a udda, b jamn, d3 har vi parametrisering

a=u®—v>? b= 2uv, c=u?+v?

med u>v >0, gcd(u,v) =1, u # v mod 2.



Lat oss visa detta mha Gaussiska heltal!
Bevisskiss

» 2 =2+ b>=(a+ib)(a—ib)

» Visa forst att gcd(a+ ibya— ib) =1 € Z[i]. Lat  vara sgd.
» b delar a+ ib,a— ib, sa delar 2a och 2ib, sa delar 2b.
>

§ relativt primt till 2 = —i(1 + /)2 eftersom
1. 14 primt
2. 1+ i delar & omm N(§) jamn
3. 8%|c? s3 N(8)?|c*; emellertid s3 &r c udda
4. S8 ged(8,1+ i) = 1, alltsd ged(5,2) = 1
Sé 5|2a = 9d|a, och 8]2b = §|b.

Eftersom gcd(a, b) =1 € Z far vi fran Bezout att 1 = ra + sb, alltsd ger Bezout i
Z[i] att gcd(a, b) =1 € Z[i].

v

v



Bevis (forts)

vV vYyyVvyy

Sa 6 =1, och gecd(a+ ibya—ib) =1.

c®> = a® + b?> = (a+ib)(a—ib), med gcd(a+ ib,a— ib) = 1. Fran unik
faktorisering sa a+ ib = €(u + iv)?, med ¢ enhet.

P3 liknande satt far vi att a — ib associerad till kvadrat.

—1 = i kan absorberas, si kan anta ¢ € {1, i}.
e=1gera+ib=u?>—v2+2uvi, e =igera+ib=i(u®>—v?) +2uv.
Konvention: a udda, antag forsta fallet.

Kontrollera: u > v, olika pariter, relativt prima.



Vi tittar pd enn liknande Diofantisk ekvation:

Teorem
Heltalslésningarna till

aZ+bn=c
med ged(a, b) = 1 kan parametriseras av

3

a=m3—3mn? b=3m?n—nd,

med gcd(m, n) = 1, m, n olika paritet.

Bevis.

Beviskiss
> 3 =22+ b?>=(a+ib)(a—ib)
» a+ ib perfekt kub, sa

a+ib=(m+in)®=m?+3m?ni —3mn®— in®

c:m2—|—n2

=m> —3mn® + (3m?n— n%)i

O



En annan Diofant (Rosen 14.3.8):
>
Vi=x?41=(x+i(x—1i)

> x +i,x— i relativt prima

>
x+i=(r+si)®=r3=3rs?+i(3r’s—s%)
> x =r(r*—3s%), 1 =5(3r> —s?)
> Sis=1lellers=-1
» Oms=1s31=3r>—1, 3r> =2, omgjligt
» Oms=—-1s31=-3r>+1,3r’=0,r=0,x=0,y=1
» Unik l6sning (x,y) = (0,1).
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