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Kvadratiska moduldra ekvationer

> N heltal

> f(x)=Ax>+Bx+ C

» Vill 16sa f(x) =0 mod N

» Restsatsen: om N = mn, gcd(m,n) =1, f(a) =0 mod m, f(b) =0 mod n, sa
finns unikt ¢ ( mod mn) med ¢ =a mod m, c = b mod n, och alltsd f(c) =0
mod m, f(c) =0 mod n, sa f(c) =0 mod N

» Hensel-lyft: antag f(a) =0 mod p. D3 f’(a) = 2Aa+ B mod p. Om nollskild,
sa lyfter a unikt till rot mod p".



» p primtal

> f(x)=Ax>+Bx+C,
> p A

| 4

Ax> +Bx+C=0 mod p

x> +ABx+A1C=0 modp

x>+ Dx+F=0 modp

x> +2Ex+F=0 mod p
(x+E)P=E>-F modp

t?=u mod p



Kvadratiska residyer

Definition
» p primtal

> p fu
» v ar en kvadratisk residy modulo p om

x>=u modp

ar |6sbar, kvadratisk icke-residy annars

x |0 1 2 3 4
p =5, kvadrera: 2lo 1 4 a4 1
1,4 k.r, 2,3 k.i.r, 0 kvadrat men ¢j k.r.



H&adanefter s ar p ett udda primtal.

Antag (g) = Z,,. D3 &r u = g° en k.r. omm s &r jdmn. Allts§ &r precis halften av
elementen i Zj, k.r, halften k.i.r.

Litx=gt. Dax’=uc Zypomm 2t =s mod p—1. Om s jamn, I&sbart, annars
€j. O

Vi ser vidare (Laplace) att nir u ar k.r, s& har x> = v mod p tv3 Idsningar , a, —a.



a k.r. mod p

(%)= —1 aikr. modp

0 a=0 modp
Vanligen sd dr a % 0 mod p. p fortfarande ett udda primtal!

Lt (g) = L. D3
()
p

g° k.r. omm s jamnt.



Teorem

p udda primtal, a,b % 0 mod p. D3
- ()
- (3)
» ons=s w5 1)< ()
- (3)=6)0

Bevis.

Lat (g) = Zy,, a=g°, b= g". Eftersom (%) = (—1)%, ( ) = (—1)%, s3 galler att

)(2)

b
p

P p

| ©



Teorem (Eulerkriterium)

p udda primtal, P= (p—1)/2, a# 0 mod p. D3

a” = <a> mod p
p

Enligt Fermat, aP1=1 mod p, sa

Beuvis.

0=af—1=G"+1)(a"—1) mod p

varfor a” =1 mod p eller a¥ = —1 mod p.

L&t g vara en primitiv rot, a = g%, a"” = g*~.
1. Om s jamn, s3 p—1|sP, s g¥ =1 mod p

2. Om s udda, sd p—1 XSPT_l, sd g° #1 mod p



_ — 1 =1 d4
(p—l) N (_1> — () madp=d - PED T
p p —1 p=3 mod4

Eulerkrieriet och P = (4k+1—1)/2 eller P = (4k+3—1)/2. O



Lemma (Gauss)
» p, P,a som tidigare
> S ={a,2a3a,...,Pa}
» Fors €S, finns unikt t € (—p/2,p/2)NZ med s =t mod p

» v antal negativa representanter

> D3 (;) — (1),

p=7P=3a=35={3,69={3,-1,2} C (-7/2,7/2). v=1, (3) = -1



Beuvis.

Uppenbarligen sa ia # ja mod p for i # j.

Vidare: ia Z —ja mod p, ty annars: 0 =ja+ja=(i+j)a mod p,sdi+j=0

mod p, omdgjligt eftersom 1 < i,j < (p—1)/2.

Sd ja=e(i)o(i)a mod p, (i) € {—1,1}, 0:{1,2,..., P} = {1,2,..., P} permutation.

a =

~

e(i)o(i)a mod p

1

P
=1 i

P
=1

Stryk P!, och erhall



Teorem

(2): +1 p=+41 mod 8
P —1 p=43 mod 8

Bevis

Gauss lemma: reducera S ={2,4,6,...,2P = p— 1} till (—p/2, p/2), hur ménga
negativa representanter? Riakna SN (p/2, p).

p/2<2x<p < p/Ad<x<p/2 x €Z
Sitt p=8k+r, r €{1,3,5,7}.

2k+r/d < x<4dk+r/2, x€Z

2k och 4k jamna heltal, sd pariteten av antal heltal x dndras inte om vi istallet
betraktar
r/4d < x<r/2.



Beuvis.

1/4 < x < 1/2,

inga losningar
> r=3:

3/4 < x < 3/2,

1 I6sning, x =1

So jamnt antal l6sningar om r =1 eller r = 7.

x € Z

X €7

» r=5:
5/4 < x<5/2,

1 [6sning, x =2
> r=1:

7/8 < x <7/2,

2 l6sningar, x = 2,3

x € Z

X E€Z



» p=11, P=5 ar x =3,4,5
> S={2,4,6,8,10} =
{2) 4) _53 _3> _1}
> v=3 (&) =-1 S
> r—3 4 2

P Heltalslosningar till ar x = 1.

11/2 < x< 11

1
§i5i§<2x<8*1+3

8*1+3<X<8*1—|—3
4 2

3 3
24+ = 44+ =
+ - < x< +2

» Heltalslosningar till



(3)_ +1 p=+41 mod 12
P —1 p==43 mod 12

(59)-3)-{1 1o

Gauss lemma, eller anvand kvadratisk reciprocitet sa snart vi lart oss det! O



Teorem (Kvadratisk reciprocitet)

Lat p, g vara tva olika udda primtal. D3 géller att

Med andra ord sa ar

om inte



Bild av (%) pi ie udda primtalet. Nagorlunda symmetriskt!
J

0 5 10 15
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Teorem (Euler)

» p1, P2, p3 udda primtal, Da:
» a heltal p; fa

a
> pi=4aki+r,0<r <4a > (E)
> r2 = r].

a
> n=4a—n > (,,3)

> %)=(45_3)’4a:20,r:3
> (%):<%):43=32,r:4, 43 — 5 =27



Bevis |

» p udda primtal
> P=(p—1)/2
> S ={52a,...,Pa}
» Reducera till (—p/2,p/2), v antal negativa
» Sitt b=a/2 om a jamn eller b= (a—1)/2 om a udda
» v ir antal heltal S och samtidigt i
(5P P)U (3p,29) U= U (b 3)p, bp)

» Inga dandpunkter heltal, ingen 6verlappning, latt rakning
> Vill ha

1 3 1
xa € (5p,p)U (5P, 2p) U~ U((b—3)p, bp)



» Ekvivalent: heltal x ligger i

» Byt p mot 4ak + r, far

P
U ((2e —1)2k + 2t= 1r,4ek + Er)
e 2a a

» Annat k, samma r: s3 v-na skiljer sig med ett jamnt heltal, samma (%)

» Speciellt, kan byta ut mot r, far: raknar antal heltal i

LPJ 20-1 ¢
22 ’a

=1




» Andra delen av beviset: samma ide, lite knepigare

» Limnas darfor som Gvning!



Vi formulerar Eulerférmodan lite enklare:

Lat p, q vara udda primtal, och a ett heltal si att p fa. Om q = +p mod 4a s3
a) _(a

(3)=()

Vi paminner om

Oma=b mod ps3 (%) = (g). Det géller alltid att ("’;) = 1. Speciellt sa (%) =1.



Teorem (Kvadratisk reciprocitet)

Lat p, g vara tva olika udda primtal. D3 géller att

Med andra ord sa ar

om inte



Bevis da p = g mod 4

Studera forst fallet p = g mod 4. Kan anta att p > q. Skriv p— g = 4a, sa
p=4a+q.
Har da
p\ [(4a+q\ [(4a\ [4 ay (a
(8)-(5)-()-G)G)-()
q p—4a\ (—4a\ (-1 a
G- E-EE

Eulerférmodan ger att (g) (%) , eftersom p = g mod 4. Vidare s3 dr (p—1)/2
jamn omm (g —1)/2 jamn

och




Bevis da p = g mod 4, fortsattning

(@&)E)
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Bevis da p # g mod 4
Om istallet p # g mod 4 sa géller att p = —q mod 4a. Skriv p+ g = 4a. Da giller

(5)-(57)-(G)
(3)-(552)- ()

Eulerférmodan ger, dd p = —q mod 443, att

och

Eftersom

i detta fall, ar vi klara.






p udda primtal, n heltal ej delbart med p. Vill 16sa Diofantiska ekvationen

x*—ny’>=p

Mod p:

x>=ny? modp

X\ 2
= (—> mod p
y
n

varfor maste ha </3> =1,
Exempel: n =85 =5 %17, s3

()= () (5)- G )

sa ekvation losbar omm p = +1 mod 5 och p = £1,+2,+4,+8 mod 17.
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