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Kvadratiska modulara ekvationer

» N heltal

> f(x) =Ax?+ Bx+C

» Vill I6sa f(x) =0 mod N

» Restsatsen: om N = mn, gcd(m,n) =1, f(a) =0 mod m, f(b) =0 mod n, sa
finns unikt ¢ ( mod mn) med c =a mod m, ¢ = b mod n, och alltsd f(c) =0
mod m, f(¢) =0 mod n, sd f(c)=0 mod N

» Hensel-lyft: antag f(a) =0 mod p. D f'(a) = 2Aa+ B mod p. Om nollskild,
sa lyfter a unikt till rot mod p".



» p primtal

» f(x)=Ax>+Bx+C,
> p fA

>

Ax®+Bx+C=0 modp

X®+ABx+AIC=0 modp

x>+ Dx+F=0 modp

x> +2Ex+F=0 modp
(x+E?=E2—F modp

t?=u modp



Kvadratiska residyer

Definition
» p primtal

> p fu
» u dr en kvadratisk residy modulo p om
x>=u modp

ar losbar, kvadratisk icke-residy annars

x |0 1 2 3 4
p =5, kvadrera: 2lo 1 4 4 1
1,4 k.r, 2,3 k.i.r, 0 kvadrat men ¢j k.r.



H&adanefter s ar p ett udda primtal.

Antag (g) = Zj,. D3 &r u = g° en k.r. omm s ar jamn. Allts3 ar precis hilften av
elementen i Zy, k.r, hilften k.i.r.

Lit x = g*. Dd x> = u € Z}; omm 2t =s mod p — 1. Om s jamn, Isbart, annars
€j. O

Vi ser vidare (Laplace) att nidr u ar k.r, s3 har x> = u mod p tva I&sningar , a, —a.



akr. modp

(%): —1 aikr. modp

0 a=0 modp
Vanligen sd &r 2% 0 mod p. p fortfarande ett udda primtal!

Lt (g) = Z7. D3
(5)-cr

g° k.r. omm s jamnt.



Teorem
p udda primtal, a,b% 0 mod p. D3

- ()=
- (2)-1
» Oma=b mod p s3 (%) = (g)
- (4)-6)0)
Bevis.
Lat (g) = Z’;, a=g°, b= gt Eftersom <%> = (-1)%, (%) — (=1)t, 53 galler att

<a:> = (-1 = (-1 (1) = ( > <2>

ALY



Teorem (Eulerkriterium)

p udda primtal, P = (p—1)/2, a# 0 mod p. D3
at = <a> mod p
p

Beuvis.

Enligt Fermat, a1 =1 mod p, s3
0=aP—1=(G"+1)a" -=1) modp

varfor a =1 mod peller a” = —1 mod p.
L&t g vara en primitiv rot, a = g°, a* = gF.
1. Om s jamn, sa p — 1|sP, sa gf =1 mod p

2. Om s udda, sd p—1 )(s%, sa g¥ #1 modp



(p—1>:<—_1):(_1),3 mod p = +1 p=1 mod4
p p/) |-1 p=3 mod4

Eulerkrieriet och P = (4k +1 —1)/2 eller P = (4k +3 —1)/2. O



Lemma (Gauss)
» p, P, a som tidigare
» S =1{a,2a,3a,...,Pa}
» Fors € S, finns unikt t € (—p/2,p/2)NZ med s =t mod p

» v antal negativa representanter

> Ds: (2) = (-1)".

p=7P=3a=35={3,69}=1{3,-1,2} C(-7/2,7/2). v=1, (3) =-1.



Beuvis.

Uppenbarligen sa ia # ja mod p for i # j.

Vidare: ia % —ja mod p, ty annars: 0=ia+ja=(i+j)a mod p,sd i+ =0
mod p, omdjligt eftersom 1 < /,j < (p —1)/2.

Sédia=e(i)o(i) mod p, e(i) € {—1,1}, 0 : {1,2,..., P} = {1,2,..., P}
permutation.

P P

Stryk P!, och erhall



Teorem
(2) _ J+1 p=+41 mod 8
P/ 1-1 p=43 mod 8
Bevis
Gauss lemma: reducera S = {2,4,6,...,2P = p — 1} till (—p/2, p/2), hur manga

negativa representanter? Riakna SN (p/2, p).
p/2<2x<p <<= p/hb<x<p/2, x€E€Z
Satt p=8k+r, r € {1,3,5,7}.

2k+r/d<x<4dk+r/2, x€cZ

2k och 4k jamna heltal, s3 pariteten av antal heltal x dndras inte om vi istéllet
betraktar

r/d < x<rf2.



Beuvis.

> r=1: > r=>5:
1/4<x<1/2, x€Z 5/4<x<5/2, x€Z
inga IGsningar 1 16sning, x = 2
> r=23: > r=71:
3/4<x<3/2, x€ekZ 7/4<x<T7/2, x€lL
1 I6sning, x =1 2 l6sningar, x = 2,3

So jamnt antal I6sningar om r =1 eller r = 7.



> p=11, P=5 ar x =3,4,5
> 5$={2,4,6,8,10} = » Heltalslsningar till
{27 47 _5a _3a _1}
>v:3,(%):— §<x<§
> r =3, 4 2
» Heltalslosningar till B0 5o — 1)
11/2 < x < 11
8x1+43

> <2x < 8x%x1+3
8*1+3<X<8*1+3
4 2

3 3
24 = 44+ =
+4<X< -|—2



(3)_ +1 p=+1 mod 12
P/ 1=1 p==43 mod 12

(5)-3) {1 22,

Gauss lemma, eller anvand kvadratisk reciprocitet sa snart vi lart oss det! O



Teorem (Kvadratisk reciprocitet)

Lat p, q vara tva olika udda primtal. D3 géller att

Med andra ord sa ar

om inte



Bild av (%), pi i:e udda primtalet. Nagorlunda symmetriskt!
J

0 5 10 15




Teorem (Euler)

» p1, p2, p3 udda primtal, Da:
» a heltal p; fa

> (2) (=2
» pi=4aki+r;, 0<ri <4a (pz) <p1)
» r2 g rl
> n=4a—n > (%):(pil)

> (53) = () 4a=20,r=3
> (£)=(L) 4a=32r=44a-5=27



Beuvis |

» p udda primtal
> P=(p-1)2
» S=1{a2a,...,Pa}
» Reducera till (—p/2, p/2), v antal negativa
» Sitt b= a/2 om a jamn eller b= (a—1)/2 om a udda
» v ir antal heltal S och samtidigt i
(%m p)U (§p7 2p)U---U((b— %)p, bp)

» Inga dndpunkter heltal, ingen Sverlappning, 1att rdkning
» Vill ha

1 3 1
xa & (5p.P)U (5P, 2p)U--- U (b~ 7)p, bp)



» Ekvivalent: heltal x ligger i

» Byt p mot 4ak + r, far

P

U ((212— 1)2k + 62 r 40k + €r>

(=1

» Annat k, samma r: s v-na skiljer sig med ett jamnt heltal, samma (%)

» Speciellt, kan byta ut mot r, far: raknar antal heltal i

LPJ 20-1 ¢
2a ' a

(=1




» Andra delen av beviset: samma ide, lite knepigare

» Lamnas darfér som dvning!



Vi formulerar Eulerformodan lite enklare:

Lat p, q vara udda primtal, och a ett heltal sa att p fa. Om g = £p mod 4a sa

a _ a

p q)

Vi paminner om

Oma=b mod p sa (%) = <%). Det géller alltid att (%) = 1. Speciellt s& (%) =1



Teorem (Kvadratisk reciprocitet)

Lat p, q vara tva olika udda primtal. D3 géller att

Med andra ord sa ar

om inte



Bevis da p =g mod 4
Studera forst fallet p = g mod 4. Kan anta att p > q. Skriv p — g = 4a, sa

@000
(Z) ) (p_p4a> _ <_p43> = (;1) (Z)

Eulerférmodan ger att <§) = (p) eftersom p = g mod 4. Vidare sa ar (p —1)/2
jamn omm (g — 1)/2 jamn

och




g mod 4, fortsattning

isda p=

Bev

att

170:))
oo o|a | _I_. _I_.

~— L O
I I I ([



Bevis da p # g mod 4
Om istéllet p £ g mod 4 sa giller att p = —qg mod 4a. Skriv p + g = 4a. Da giller

(5)-(5)-(G)

och
(5)-(%2)-()
p P p)

Eulerformodan ger, dd p = —qg mod 4a, att

()-()

p q)’

Eftersom Lo

(-1)7 7 =1

i detta fall, ar vi klara.



Lemma (Eisenstein)

L4t p, q vara udda primtal, p # q. D3 ar

q Z(t:*l)/2t2ﬁj
= = (-1 t=1 P
(5)-c0

Beuvis.

1. Sitt u = 2t, séue{2,4,6,...,’%1}:J

r(u) minsta positiva rest av qu mod p
Eftersom p udda, sa [—odd], = [even],
(=1)"r(u) &r
4.1 jamna (enl foregaende)
4.2 distinkta, ty om (=1)" W r(u) = (=1)"“r(v) mod p sa
(—1)9“t"P(qu + np) = (—1)?*™P(qv + mp) mod p sd u=+v mod p. Men u, v

bdda jamna, s u = v mod p.
4.3 hela J, ty J har (p — 1)/2 element.

= 2



forts.

5. Multiplicera alla, far

(p—1)/2 (p—1)/2
H (—1)C2tq = H 2t modp
t=1
6. Kancellera:
(p—1)/2 (p—1)/2
H ) H g=1 modp
t=1

dvs 1))2
-
D2 = (_1)(EE @)y



Beuvis.

u u rwu u
p p p P

8. S3 [%J = r(u) mod 2
s (P=1)/2 (p—1)/2
q(pfl)/Z = (_1)<Zt:1 r( t)) = (_1)<Zt:1

10. Men (%) = g(P~1/2 mod p.



Kvadratisk reciprocitet.

1.

(P_Zl)/2 \\MJ

t=1 p

raknar gitterpunkter med jamn x-koordinat i det inre av triangeln ABC nedan:

q * 7 ;

D 4 C 6+ | .

: 5+ : .

w : 4 — : . ]

a/2¢- 2 'Y s LT e« e e

: 2 + [} :- * [}

A : 1+ ] . :o . (]

0 =X B o] —+——t—t+
0 p/2 P 01234567 891011



Kvadratisk reciprocitet, forts.

2. Varje kolumn (i det inre av rektangeln) har g — 1 punkter, jamnt antal
3. Inga punkter pa diagonalen!
4. Samma antal punkter mod 2 i BCYX som i CZY

q * 7 ;

D A C 6 — X X _e

| 5+ % .

w : 4 - : . ]

/29— 'Y B « e e

! 2 -+ e L] L]

A : 1 -+ :- . [ ]

0 R B 0 FH—+———++—+—+—+—
0 p/2 P 012345678 91011



Kvadratisk reciprocitet, forts.

5. Spegla bilden i linjen x = y, ser att antal punkter med jamn x-koordinat inuti
CZY 4r samma som antalet punkter med udda x-koordinat i AXY

a5 > 7 : :
| 6+ x  x e 6 x 0 x
| 51 % . 54 %
w : 4 -+ : L) [ 4 + 1
/2= 'Y L e . . 3L T e ]
: 2 + :o . . 2 4 o:
A :X 1+ . . L] 1+ ] L
0 . 0 F bttt I = B
0 p/2 012345678 91011 01234567 891011

6. Direkt bevis:



Kvadratisk reciprocitet, forts.

<Z> _ (=S 2 v

dar M ar antalet gitterpunkter i det inre av triangeln AXY.

7. Far att

q L 7 T 7 T
D R C 6+ i . 6 - ix %
I 5+ I . 5 - 1 %
w : 4 - : . [ 4 + 1
/2= 'Y 3L e . . 3L e I
: 2 + L) :. 3 L 2 - -:
A :X B 1+ ] . e . L] 1+ ] L
0 - (o] —t———t (o] —t———t 1
0 p/2 P 012 345867891011 01234567 891011

8. Byt plats pa p, g, far att (%) = (—1)N dar N ar antalet gitterpunkter i det inre
av triangeln WYA
]



Kvadratisk reciprocitet, forts.

9.

10.
11.
12.

13.

Aterigen: inga inre punkter pa diagonalen

q .
D ;Z C
w |
qQ/2@---------- .y
o L2 X B
(0] p/2 p

Antalet inre punkter i rektangeln WYXA &r (p—1)(g — 1)/4
S&(p—1)(g—1)/4=M+N
S3 (—1)(P-Dla-1)/% = (L1)MHN = (_1)M(_1)"

Sa (—1)(e-e-1/ = (2) (2)






p udda primtal, n heltal ej delbart med p. Vill I6sa Diofantiska ekvationen

x*—ny*=p

Om ply sd p|x sa p?|x?, p.s.s. p?|y?, s& p?|VL, sa p?|HL, motsigelse. Alltsd kan vi
anta att att p inte delar y.

Mod p:

x>=ny?> mod p

\ 2
(—) mod p
y

sa (eftersom vi kan dela med y)

n

varfor maste ha <g> =1.



n) _ 1 cs
Om (p) =1s3

n=t> modp
nagot t, och ekvationen

=t modp

< | X

har p — 1 I6sningar, satt y till vad som helst utom noll.
Exempel: n =85 =5 %17, sa

(5)=G)(5)-Q &)

sa ekvation |6sbar omm antingen

> (8)=(&) =1 dvsom p=+1 mod 5 och p=+1,+2, +4,+8 mod 17, eller

> (B)=(f)--1



L&t p, g vara primtal, med ¢ =3 mod 5, p = 2q + 1. Ar 5 en primitiv rot mod p?
1. g udda, p > 2 sd udda

2. p=29g+1=2%3+1=7=2 mod5
3. g=(p—1)2
4. 5=1 mod 4, sd kvad. res. m.m. ger (%) =(£) = (%) =-1
5. S35 k.i.r mod p
6. p=29+1,|Z)|=p—-1=2q
7. Ordningen av element i Zj ar 1,2, g, eller 2q.
8. o([5]p € 1,2 (bara [£1], har ordning 2
9. o([5], & g. ty i sa fall skulle 5(P~1/2 =1 mod p, men 5(P~1)/2 = (g) =1
mod p.
10. S o([5]p =29 = p— 1 = ¢(p) d.v.s. 5 &r en primitiv rot mod p.
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