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Andliga
kedjebrak 720 64 1 1
xempe . _=4+_:4+—
Egensﬁa::'er 164 164 ]66% 2 -|— %
Existens och
unikhet 1 1

KB =4+ 1
ratiosr?;“a o 2 A 1 2 SIE 2 4 1 2 4
@ T i 1+
1

funktioner
Eulers regel
Konvergenter

w
(<))
m‘w‘
IS
-
+
8
©ol

Tillampning: _ _

Linjara —4+—1 _4-|——1
diofantiska 2 + —

Oéndliga 1+ 55 I+ —7

kedjebrak g 3+3

Diofantisk 1 1
approximation =4 + 7 = 4 —a

Geometrisk 1+ I
tolkning lJr71 1+—1

Tillampningar Z

Periodiska
kedjebrak



Talteori,
Foreldsning 7
Jan Snellman Notation:

4+ ————=04,2,1,1,3,2]
kediehrak oy 1 19 4y 1y 9

Exempel, 1+ —=7
egenskaper 3+35

Existens och

unikhet Konvergenter:
KB som

rationella

funktioner

1 9
e a=4  BA=4+3=3
'I"ill'i—_ivmpning: 1 13
Linjéra_ [4 2 1] — 4+ - =
diofantiska oy

2

Oandliga T
kedjebrak

iofantis| 4,2,1,1,3] =4 _ = —
aDppl:oxitml;tion [ LR ] u 2+ —11— 18
11

Geometrisk

tolkning 1 180 180x4 720
4,2,1,1,3,2) =4+ _— =" = =
2L L3 =44 T — = = .2 1o

Periodiska 1+1+ T

kedjebrak 3+35

Tillampningar




Talteori,
Foreldsning 7

S _
Andliga

kedjebrak

Exempel,
egenskaper

Existens och

urikhet 720 = 4 + 164 + 64

KB som

tionell.
funktioner 164 =2 % 64 + 36
Eulers regel

Konvergenter 64 =1x% 36 a4 28
'I"iII:’—_i.mpning:

dlofamiska 36=1%28+8
kedhebisk 28 =3%8+4

Diofantisk 8=2x4
approximation

Jamfér med Euklides alg:

Geometrisk

tolkning ng(720, 164) = 4, % ];]_810 [4 2 1 1 3 2]

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak
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Andliga
kedjebrak
Exempel,
egenskaper

Existens och
unikhet

KB som
rationella
funktioner

Eulers regel
Konvergenter
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Diofantisk
approximation
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Periodiska
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Annat exampel:

Geometrisk bild:

45 =2%x16413

16 =1%13+3
13=4%3+1
3=3%x1+0
2,1,4,3] =2 !
y=-r - 1

16
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i =[1,1,2,1,1,2] =1 1
Andliga b R T b B ) =1+ il
kedjebrak

Exempel, 1 + 1

egenskaper 2 +

Existens och 1

unikhet 1 +
KB som _1

rationella 1 + -

funktioner 2
Eulers regel e 1
Konvergenter e 10 _ . _

Tillimpning: 31 [0’ 1) 1’ 2) 1) 1) 2] 0 = . il
Linjara

diofantiska + 1
Oindliga 1+ —1
kedjebrak ) 1

Diofantisk

approximation 1+

Geometrisk 1+ E

tolkning
Tillampningar L4 [2, 3, 4] 2 aF _1' =2 aF —1— [2 3 3 1]

Periodiska
kedjebrak

[ )
sle
oo~




® Om ¢y >0s3 1/[cgy...,¢cnl =0, coy...,Cnl; annars
1/[0)C1)"')Cn] :[Cla”-,cn]

®* Omm>1sa

N P —

— = = ~1,1

och pa liknande sitt
[coy.-vyCn1,m = [coyernyCn1,m—1,1]
Forsta varianten foredras

L)

® Det galler ocksd att [co,...cry1] = [coy. . yCn1yCn+ ¢ "
n
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Teorem
et L4t a, b vara positiva heltal. D3 finns det ett unikt satt att skriva a/b som ett
cistensish dndligt kedjebrik,sa att a
rationalla — = [y €1y Coy+n vy Cpl
funktioner b
Eulers regel .
Konvergenter med Ci € Z, (@)) Z 0, Cj Z 1 forj Z ]., Cn Z 2omn>0
Tilla ing: =
Linjgra Oma< bsdcy=0 och

diofantiska

(c1y..ycn) — [0,c1y. .., Chl

ger en bijektion mellan indliga féljder av positiva heltal och Q N [0, 1].
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Exempel,
egenskaper

Existens och
unikhet

KB som
rationella
funktioner
Eulers regel
Konvergenter
Tillampning:
Linjara
diofantiska

Beuvis.
Antag a > b.
Existens: Euklides algoritm.
. . _ 1 _ 1 s 1
Unikhet: om a/b = co + 5 o7 = do + g7 ;7 54 eftersom ———— <1,

foljer det att ¢y = |a/b|, och pa samma sitt dy = |a/b]. Alltsd ¢y = db.
Subtrahera, och betrakta
1 1

= = [c1,¢y...,Cn = [d1,do, ..., d,]
[C1,C2,...,C,,] [d1,d2,...,d,,] R L9 2

Da far vi ¢; = di, och sa vidare. O
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Andliga
kedjebrak
Exempel,
egenskaper
Existens och
unikhet

KB som
rationella
funktioner

Eulers regel
Konvergenter
Tillampning:
Linjara
diofantiska
Oéndliga
kedjebrak
Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak

Vi listar kedjebraksframstaliningen av k/13 for 1 < k < 12:

k CF

1 [0; 13]

2 [0; 6, 2]

3 [0; 4, 3]

4 [0; 3, 4]

5| [0;21,1,2]
6 [0; 2, 6]

7 [0; 1, 1, 6]
8 [[0:1,1,1,1, 2]
9 [0; 1, 2, 4]
10| [01,3, 3]
11| [0:1,5 2]
12| [0;1,12]

Lagg marke till att baklangesvarianten till varje KB dyker upp i listan (ibland
skrivet pa ostandardform).
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Kan forklara fenomenet mha
Lemma

Antag att ag > 0, [ag,...,an] = %, lagy...yan_1]l = %. Da

lan, an—1y...,a1,d0 = —=
ny dn—1, » d1, 40 C

Bevis.

Behover Eulers regel.

51
[2’3’7]_2+3+%_Z
1 7
23] =2+-=—
(2,3] +3 =
51
[7,3,2 = =



® [co] = .
1 cpc1t+1
* [oyal=ca+;=2L=
1 __ CoC1C+Cpt+C2
° 1
[co, 1, 2] = [co, [C1,C2]] 0T G,ql C2 =G+ C1C2+1 ac+l
1 _ cctl _
° — 1 =
[CO’ 1, 2, csl = [CO’ [C1,Cz)C3]] Y + lc1, Cz [enones] — <0 + ccpcztcitcs
cocicrcst+cocitcpcst+crcatl
c1cc3tcit+c3
® | allmannhet,
_ 1 _
[coy -+ Cny1l = [coy v vy Cro1yCnt o l=c+ m = [co, [c1y .-y Cpyall
e (€0yeyCn)
® S3 [coy...yCnl = W med pp, qn € Zlco, - .., Cnl
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Exempel,
egenskaper
Existens och
unikhet

KB som
rationella
funktioner
Eulers regel
Konvergenter
Tillampning:
Linjara
diofantiska

Teorem (Eulers regel)

Latt L,(co,...,cn) vara det polynom som dr summan av

produkten T, = cocy - - Cp,

alla faktorer till T, erhallna genom att ta bort ett konsekutivt par c;cii1,
alla faktorer till T, erhillna genom att ta bort tva disjunkta konsekutiva par
CiCiy1 och cceya,

alla faktorer erhillna genom att ta bort tre disjunkta konsekutiva par

och s3 vidare

Ln(CO»---»Cn)
Lnfl(cly"'ycn)

»Cn(CO) ceey Cn) = CO»Cn—l(Cl) ceey Cn) + ['n—2(c2a .. -)Cn)

[CO)""Cn]:

Ln(coy...,cn) drinvariant under reversering av variablernas ordning

En(C[)) ceey Cn) = CnEnfl(CU) SRR} Cnfl) +£nf2(COa .. .,C,,,z)



Talteori, Bevisskiss.
Foreldsning 7

Induktion Over n.
Induktionsantagandet ger

Jan Snellman

En(CO) 0009 Cn)
Exempel, [C coog@ ] = =~
egenskaper e >0 En_l (Cl, ceey Cn]

Existens och

unikhet .

KB som Da

rationella

funktioner 1

Eulers regel [CO) a0 o9 Gy Cn+1] =+ ———-
Konvergenter [C]_, ey Cn]
Tillampning:

Linjara En_l(C1, ) Cn)
diofantiska =+ ﬁ

n\C0y.--yCn
En—l(cl) acoy Cn)
Ln(coy---yCn)

@Lal@ o0 0n @) I Lap=i{@iyooon@n)

c +

Ln(coy---yCn)
. Lny1(coy -+ CnyCnt1)
Ln(cty.vyCnyCnil)
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Andliga

kedjebrak

egenskaper

Exist: h

e o Lolc) =

KB sor“
i

Famktioner ® Li(co,c1) = coc1 + 1

Eulers regel

-Tf:;lr-l.verg?nter o ,CZ(CO) C1,y C2) = C0£1(C1) C2) aF ﬁo(co) - CO(C1C2 + 1) + C = CpC1C2 + <0 + (&)
lampning:

Linja _ CCi10+C+C

dobmiska ® lco, 1y = S

[3,5,7] = 3+ L — 35474347

Oéndliga 1
5+7 5x7+1

kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak
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Exempel,
egenskaper
Existens och
unikhet

KB som
rationella
funktioner
Eulers regel
Konvergenter
Tillampning:
Linjara
diofantiska

Konvergenter |

Bevis for vissa pastdenden kommer, vissa far ni ldsa pd egen hand
Kom ihag:

1
[coy- .- nal =lco,. -y en1y 0t o

+1
_ EH(CO»"-)CH) _ &
[CO) Tt Cn] - Acnfl(cl\macn) By

A
[c)=c=2 =7

I= C0+m = [co, [c1y - -+, Cpi1l]

_ 1 _ cga+l _ A
[co, c1] =+ ="¢q =8
En(C[)) ceey Cn) = Cnﬁnfl(CO) SRR} Cnfl) + £n72(C03 RS Cnf2)
An = CnAnfl + An72

Bn = Canfl + Bn72

An —c An-1 4 An—2 _ An-1 An2| |cn
Bn § anl an2 anl an2 1

|:An An1:| _ |:An1 An2:| |:Cn 1:|
Bn anl anl Bn72 10



¢, 1
[ ) :—1

-
o Ay A __|c cpcr +1 -1

Bo Bl - 1 C1

A,, An—l A1 Ao () 1 Cnp 1 —1

.AB_—A_B: = . :_1’7

nBrr = A8 =g g 1= B Bol[1 o |1 o =Y
® S3 om ¢ pos heltal, sa ged(A;, Bj) =1
e Lat oc=ocn=[c0,...,c,,]=%:. D3 giller, for 1 < i < n, att

. . _1)i—1

o"'_o"'_lzg_%:(BilB)iA

® \idare |O(— OC,'l < |0£—O£,'_1|

Vidare g < oo < -+ < x < -+ - < 03 < o1




Studera ax — by =1, gcd(a, b) =1

® Antag ¢ = [co,. .-, Cn]

® Sista konvergenten dr 3 = §
® Fran A,B, 1 —A,_1B, = (—1)"" farvi aB,_1 — A,_1b = (—1)"!
® Omnnudda: x=B,1, y = An1

Om n jamn: [co,...,Cnl = [coy...,cn — 1,1], gbr som ovan
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Det rationella talet 1393

o5 ~ 1.43312757201646 har foljande konvergenter:

i KB konvergent varde

0 [1] 1 1.00000000000000
1 [1,2] 3/2 1.50000000000000
2 [1,2,3] 10/7 1.42857142857143
3 [1,2,3,4] 43/30 1.43333333333333
4| [1,2,3,45] 225/157 | 1.43312101910828
51[1,2,3,45,6] | 1393/972 | 1.43312757201646
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Jan sne"ma“ _

Andliga Konvergenterna konvergerar till det exakta vardet sa har:
kedjebrak

Exempel,

egenskaper 1.5
Existens och
unikhet

KB som
rationella
funktioner
Eulers regel
Konvergenter 134
Tillampning:
Linjara
diofantiska

=

1.4

12
Oéndliga
kedjebrak

Diofantisk 119
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak



Talteori,
Foreldsning 7

e _

Andliga ) ) i .
kedjebrak Diofantisk ekvation 474x — 151y = 1. KB ar
Exempel,

egenskaper

Ex!stens och 474
o 37,54 =75

rationella
funktioner

Eulers regel och nast sista konvergenten ar
Konvergenter
Tillampning:

Linjira 113
diofantiska [3) 7, 5l = —
Oéndliga 36
kedjebrak

Diofantisk Endr n =3 ar udda, x = 36, sd borde y = 113 vara en l6sning. Vi ser att

approximation

Geometrisk 474 ¥ 36 — 151 113 =1

tolkning
Tillampningar

Periodiska
kedjebrak



Foreldsning 7
{em Sinlmer Vill 16sa 113x — 36y = 1. Kedjebraket ar

Andliga

kedjebrak _ 113
Exempel, [3, 7, 5] =
egenskaper 36
Existens och

unikhet . . .
PO och nast sista konvergenten ar

rationella 22
fuﬁktioner [3) 7] = —

Eulers regel 7
Konvergenter

Tillampning: Eftersom n = 2 &r jamn, s3 borde x =7, y = 22 vara en |6sning till den linjara

Linjira o :
diofantiska Diofantiska ekvationen med HL —1.

Oéndliga
kedjebrak Kontroll:

Diofantisk 113x7—36%22 = —1

approximation

EO?EQ;EEHSI( HL = 1: vi skriver 01
Tillampningar [3) 7) 5] - [3) 7) 4) 1]) [3) 7’ 4] - 2_9
Periodiska

kedjebrak och far x =29, y = 91, vilket I6ser urspungsekvationen.



Talteori, Andliga kedjebrak, repetition

Foreldsning 7

Jan Snellman

® Innan vi borjar med odndliga kedjebrak sa gor vi om teorin for dndliga
Partiella sadana

konvergenter,
repetition °
Kedjebraksprocessen

Jag har baserat framstéllningen pa Stein, Elementary Number Theory

® Antag ag, a1, . . . positiva reella tal (ap kan fa vara noll). Jag upprepar, a;
behdver inte vara heltal (dnnu).

® For 0 < n< m, sa ges den n:e konvergenten till kedjebrdket [ag,...,am] av
¢n = lao, ..., an]. Dessa konvergenter, for n < m, kallas dven for partiella
konvergenter.

1
hd [30)al>"')an—1aan] = 30)31a"')an—2)an—1+$



Talteori,
Foreldsning 7 Teorem

Jan Snellman

For varje n med —2 < n < m, definiera p, och q, som féljer:

p—2=0, pa=1  po=ao
Partiella qg—2 =1, g-1=0, go=1
konvergenter,

repetition OCh for n Z 1'

Kedjebraksprocessen

Pn = anPn—1+ Pn—2
dn = a@nqn-1 + qn—2

D3 géller for 0 < n < m att

] = Pn _ @nPn—1 + Pn—2
an anqn—1 + Gn—2

[30)-")an -

(sista likheten da n > 1)



Talteori, BeViS.
Foreldsning 7
Induktion Over n, basfallen n = 0,1 uppenbara. Antag satsen galler for alla
kedjebrak av langd < n—1. D3

Jan Snellman

[30) SEED! an] = [30» --eydn—2,ap-1+ *]
an
Partiella ]
k ter, =S
o (an1+2) oz + prs

Kedjebraksprocessen
<3n71 + aln) dn—2 + Gn-3

_ (an-1an+1)pp2+anPn-3 _ apn-1anPn—2Pn—2 + anPn-3

~ (an-1an+1)gn—2+ 3nGn—3  3n-13nGn—2 + Gn—2 + 3nGn_3

an(an—lpn—2 ol pn—3) + Ppn—2

an(an—lqn—2 ol %—3) + gn—2

__ @nPn-1 + Pn—2

N anqdn-1 + qn—2

_Pn

BT
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Partiella
konvergenter,
repetition
Kedjebraksprocessen

Teorem
Fér0 < n<mo0 s3

Pnn—1— GnPne1 = (1)
och

PnGn—2 — qnPn—2 = (—1)"a,.

Vi kan uttrycka detta som

Pn _ Pn-1_  jyn1, 1

dn qn—1 Anqn—-1
och

& . Pn—2 —(—1)" an

gn  Gn—2 ' GnGn2




Talteori,

Féreldsning 7 Beuvis.
Jan Snellman Induktion Over n, fallet n =0 klart. Antag n > 0 och pastdendet samt for n — 1.
Da
Pndn—1— GnPn-1 = (anPn-1 + Pn—2)qn-1 — (@anGn-1 + Gn-—2)Pn—1
Partiella
repetiton " = Pn—24n-1 — qn-—2Pn-1

Kedjebraksprocessen

= _(pn—lqn—2 - pn—2qn—1)
= —(~1)"2 = (~1)"

Detta visar (1). For (2) sa har vi att

PnGn—2 — Pn—2Gn = (@nPn—1 + Pn—2)qn—2 — Pn—2(anqn-1 + gn—2)
- an(pn—lqn—Z - pn—2qn—1)
=(—1)"a,.
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Andliga
kedjebrak

Oéndliga
kedjebrak

Partiella
konvergenter,

repetition
Kedjebraksprocessen

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak



Talteori, Hur konvergenter konvergerar

Foreldsning 7

Jan Snellman

Teorem

Konvergenter ¢, med jamnt index vaxer strangt med n, och de med udda index
oerenter, avtar strangt med n. Vidare s r de udda konvergenterna copy1 alla storre an

repetition

samtliga jamna konvergenter cp,.

Beuvis

Alla a, > 0 for n > 1 sa alla g, > 0. Enligt tidigare sats sa for n > 2 galler
an

' GnGn-2’

Ch — Ch—2 = (_l)n

vilket om n jamnt visar att konvergenter med jamna index vaxer, och om n ar
udda visar att konvegenter med udda index avtar.
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Partiella
konvergenter,
repetition
Kedjebraksprocessen

Bevis (forts)

Antag (for att f motsagelse) att finns heltal r, m sd att cymt1 < Cor-

Tidigare sats ger:
1

. dndn-1

har tecken (—1)"1, s3 for alla s > 0 giller att o511 > Cos.

Ch — Ch—1 = (_1)n71

® r = m alltsd omdjligt.

® Om r < msa cymi1 < C2r < Com enligt vad vi visade ovan (vi nér 2m fran
2r genom att 6ka med tva ett antal ganger). Det ger en motsagelse med
s=m.

® Om r > msa cri1 < Cmi1 < Cor vilket ger en motsigelse med s = r.
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Andliga
kedjebrak

Oéndliga
kedjebrak

Partiella
konvergenter,

repetition
Kedjebraksprocessen

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak
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Jan Snellman

® L3t x € R. Vi skall hitta en “oédndlig kedjebrdksutvekcling” till x. Om x
rdkar vara rationell, blir utvecklingen dndlig, och samma som tidigare.

Partiella [ ] Skriv

konvergenter,

repetition X = 4ag + tO

Kedjebraksprocessen
med ag € Z och 0 < tg < 1. Med andra ord s ar ag heltalsdelen av x, vi

kan skriva ag = |x]. P3 samma satt &r ty, den fraktionella biten.
® Om tg # 0, skriv

1
?0 =a +1f
med a1 € Z, a1 >0,0och 0< t; < 1.
® S3ty)= alitl = [0, a1 + t1], vilket &r en slags kedjebraksutveckling (ej nédv

enkel) av to.
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® Fortsitt pa samma sitt sd lange t, # 0, skriv

Partiella
konvergenter,
repetition

Kedjebraksprocessen

— = ap+1 + thy1
th

med apy1 € Z, ani1 >0, 0ch 0 < t,1 < 1.

® Vi kallar denna procedur, som tilldelar ett reellt tal x heltalsfoljden
ao, a1, az, ... for kedjebraksprocessen.

® Den ger en bijection mellan irrationella tal i (0,1) och odndliga foljder av
naturliga tal



Foreldsning 7
Jan Snellman Lat x = 1*‘[, gyllene snittet. D3

Andliga

kedjebrak —14++5
Oandliga x=1 + 2
kedjebrak

Partiella
konvergenter,

e s ap =1 and tp = =1£Y5 Vi f3r att

Kedjebraksprocessen

Diofantisk

approximation 1 2 —2— 2\/5 1 aF \/g
Geometrisk t_O - —1+ \/5 - —4 o 2 Y

tolkning

Tillampningar

siai=1loch g = #ﬁ P3 samma sitt s3 a, = 1 for alla n.
Vi skall se att det dr meningsfullt att hivda att

1+v5 1
2T 14

Periodiska
kedjebrak
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Partiella
konvergenter,
repetition
Kedjebraksprocessen

Lemma

Fér n s3 att a, ar definierad s3
x = [agy a1y ...y an + tal,

och om t, #0, s x = [ao,al,...,an,%n].

Beuvis.

Innduktion, basfallet n =0 OK.
Om andra pastaendet sant for n — 1 sa

1
X = |:ao,21, ceeydnp—1y ——
th—1

= [ag, a1y -+ -y an_1,an + tnl

1
|:ao, dly..+ydn—1ydny — | .
tn

Pa samma satt far vi att forsta pastdendet sant for n — 1 gor det sant dven for
n.

OJ
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Andliga

kedjebrak
Oéndliga
kedjebrak

Partiella
konvergenter,

repetition
Kedjebraksprocessen

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak
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Foreldsning 7 Teorem

JaniShelinan L4t ag, a1, ... vara en féljd av heltal med a, > 0 f6r n > 1. Fér n > 0, satt
¢n = lag, a1, ... anl. D3 existerar gransvardet lim,_,, Cp.

Bevis.
For m > n &dr ¢, den partiella konvergenten till [ag, ..., am]. Vi vet att
B ® (,, strangt vixande
® (n11 Strangt avtagande
® jamna konvergenter < ¢; och udda > ¢
Alltsd existerar bade o = lim, o ¢ 0Ch 3 =1lim, o, cpr1, 0ch both
&g < o1. Slutligen noterar vi att
1 < 1
Q2n - Qan-1 ~ 2n(2n—1)

[z = @2 0| =

Sa xg = (K.



Lt x € R. Om x ar rationellt s3 ar det lika med [ag, a1, ..., an) for ndgot n, och
. Oom x ar irrationellt s ar

x = [ag, a1, a2,...) = lim [xo, ..., Xnl,
n—oo

dar a, ges av kedjebriksprocessen.
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Proof

® Foljden andlig omm nagot t, = 0, vilket ger forsta delen

Partiella ® Antag foljden oandlig, sa t, # 0 for alla n
konvergenter,
repetition Y 2
Kedjebraksprocessen D a 1
x = lag, a1y ..., an, —|.
th
® Enligt tidigare resultat sa
1
th Pn + Pn—1
X = 1—.
%, dn + gn—1
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Partiella
konvergenter,
repetition

Kedjebraksprocessen

Bevis (forts)

Sa om ¢, = [ag, a1,...,4n], sa

X — Cp

Pn
X — —

qn

£ Pnln+ Pr1Gn — 5 Pnln

— PnQn-1

an (%qn + qn—l)

_ Pn—19n — PnQn—-1

an (t*IHCIn + qn—l)
(—1)"

qn (?1"qn + qn—l)



Allta har vi att
1

an (t_lnqn + qn—l)
1

Gn(an+19n + qn—1)

1 1
= < — 0.
Adn - dn+1 n(n+1)

X—Cpl =

<

Vi anvinde att a,;1 ar heltalsdelen av t_l,, och foljaktligen < %
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Andliga

kedjebrak
Oéndliga
kedjebrak

Partiella
konvergenter,

repetition
Kedjebraksprocessen

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak
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Diofantisk
approximation

Att approximera reella tal med rationella

ZCQCR

Qtati R

S3 givet « € R och R € > 0 finns det p, g € Z med I(x—g\ <e€
Dock kan |g| vara valdigt stor

Vill ha bra kompromiss, god approximation, inte fér stor taljare

Kedjebrdk ger “bevisligen basta” approximationen! Kan teoretiskt anvindas
for att visa att vissa rella tal saknar “bra approximationer”.
Tillampningar

® Bevisa olikheter

® Kinna igen « som ett rationellt tal
® Visa att o inte &r ens algebraiskt (Roths sats)
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Andliga
kedjebrak

Oandliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak

Uppenbar, naiv, approximation

Lemma

FéraeR,Z> N > 1, s3 finns p,q € Z med

1
|cx—§|<—, gl < N

Bevis.
KanantaO< . Tagg=N, p= [aN]. O

x=+2~1.414, N=70.g=N =70, p= [70v/2]| = 98,
r=p/q=98/70 = 7/5, och felet ar

7
He V2| ~0.0142 < 1/70



Fora e R, Z> N >1, s3 finns p,q € 7Z med
1
lcqg — pl < lgl < N

Dvs ndr o« > 0 sa
lc — p/ql <
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Diofantisk
approximation

Bevis

® Betrakta de NV + 1 reella talen
{0}, {oc}, {2}, ..., {Na} € [0,1)

® Dela upp [0, N) i N delintervall

1 1 2 N—1
o) lww) )
e Atminstone en “kollision”: i < j, och m s att
N N

{ia}, o} € [’" ’"“)



e g=j—i,0<qg<N
® jo=s+{iot}, joo =t + {jo}
o (j—ia=t—s+{joa}—{ia}

® p=t—s,sa

g pl =1 = o= (¢ = ) =] o) — {ied}] < 1
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Diofantisk
approximation

Teorem (Kronecker)

Antag att o ar irrational. For ett godtyckligt reellt tal 3, och godtyckligt € > 0,
sa finns heltal A, c med

[Ax —c—B| < e
S5
A — B —c|l < e

Med andra ord sa ar foljden ({nx})S° tat i[0,1).
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kedjebl’ék S 100 o - . o .. o
Osindiiga Foljden ({"\/5}),,:1 ser ut sd har, direkt pa tallinjen, eller upprullad pa
L enhetscirkeln:

Diofantisk Lo ISR s AU

approximation :

Geometrisk .

tolkning 05 05

Tillampningar

Periodiska
kedjebrék 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 -20 =05 0.5 L0




Talteori,
Foreldsning 7

Jan Snellman

Diofantisk
approximation

Bevis
® Dirichlet: finns heltal a, b med |aox — b| < €, 0 < a < %
® « irrational, sd 0 < |acx — b|

® Kan anta att acc— b >0, sa
O<ax—b={aa} < e

® Vi har att
0,{1ac},{2ac},--- € [0,1)

och avstdndet mellan tva narliggande punkter ar < e. Ty
{lao} ={ac} = ax — b < €, och {(n+ 1)ac} — {nac} ar antingen {ax}, eller
sd “slar det runt” och dessa punkter ar inte narliggande
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Bevis (forts)

® S35 det finns ndgot heltal k sa att

Diofantisk {kaot} < {B} < {(k +1)acx}

approximation
dvs {3} ligger instangt i ett intervall med langd < €.
® S3
0 <{B}—{kao} < €

® Allts finns heltal A, c med

A —p —c| < €



Talteori,
Foreldsning 7

Jan Snellman

Kom ihag:
Teorem (Konvergens av kedjebrak)

Lat ag, a1, ... definiera ett enkelt kedjebrak, dvs x = [ag, a1,...] € R. Da géller

Diofan.tisk . .
approximation for alla positiva heltal m att
' _ Pm L1
dm dm - Am+1 m
Med andra ord s )
IXGm — pml < 0
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Diofantisk
approximation

Alebraiska tal approximeras daligt med rationella

Ett algebraisk tal ar ett reelt tal som ar roten till en polynomekvation med
heltalskoefficienter, som tex alla kvadratrotter.

Man kan tycka att algebraiska tal dr mer lika rationella tal &n dvriga rella tal,
och alltsd borde kunna approximeras val med rationella tal. Dock ar det precis

tvartom!

Teorem (Roth)
L3t « € R och antag finns € > 0 sa att € such that
-il<7
q q2te

fér oandligt manga olika rationella tal g. D3 maste « vara transcendent.
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Andliga
kedjebrak

Oéandliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak

Lat =) ©°,10~™ =0.110001000.... D3 &r

N e’}
oc—ZlO_”I: Z A < Ag—
n=1 n=N-+1

vilket ar pyttelitet i jAmforelse med téljaren till det rationella talet Z,’Yzl 10—,
som ar < 10V,
Alltsd ar « inte algebraiskt.
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Diofantisk
approximation

Kedjebrakskonvergenter ger de basta rationella approximationernal

Teorem
Lit x € R, s,r € Z. Lat, for varje positivt heltal k, cx = px/qx vara den k:e
partiella konvergenten till kedjebriksutvecklingen o« = [ag, a1, a2, ...].
D3 galler:
® Om|sax—r| < |qxox — pil| sS85 > qraa

sd s > qx

® Om |a—*L| < ‘oc—%

° Om |oc— g‘ — é s ar ¢ nagon partiell konvergent till .
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Diofantisk
approximation

Beuvis.

Allt star i kursboken, och &r lite bokigt, sd vi nojer oss med att visa hur det
andra pastdendet foljer fran det forsta.
Om s < g, och |oc—r/s| < |t — pr/qk| s& multiplicera ihop olikheterna. Vi far da

sloc —r/sl| < qiloc — pi/ql

varfor
st — r| < |qea — pgl,

vilket dr en motsagelse. O
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Geometrisk
tolkning

Geometrisk tolkning |

O<axelR
Studera linjen y = ax med lutning «

Gitterpunkter (g, p) € Z? som &r nira linjen svara mot rationella
approximationer p/q som ar nira o

Om o ¢ Q sé delar linjen in mangden gitterpunkter (i positiva kvadranten) i
tva delar, en ovanfor linjen och en under

Hornen till det konvexa holjet av dessa delmangder svarar mot “basta
approximationer”, dvs partiella konvergenter



® Rekursionsrelationerna

Pn = anPn—1 + Pn—2
Gn = anqn-1+ Qqn—2

kan ges en vektortolkning:

(qn) = a, <qn—1) + (qn—2>
Pn Pn—1 Pn—2
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Andliga
kedjebrak

Oiéndliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak

Tag o = /2. Istillet for att titta pa oandligt manga gitterpunkter si ndjer vi oss
med att dela upp [0,20]2 i tva delar, de med y > v/2x, och de med y < v/2x.

20

Horn till konvexa holjet (inte pa axlarna) ar tex (1,1),(5,7)
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fe"d'jgtg’fék Gitterpunkterna ovanfor linjen y = v/2x ser ut si hir:

Oiéndliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak

Har ar hornpunkter till konvexa holjet tex: (2,3), (12,17)

Vi berknar kedjebraksutvecklingen till v/2 och dess konvergenter.
V2 =11,2,2,2,2,...] och har partiella konvergenter 1, 3/2, 7/5, 17/12, .. ..



Talteori,
Foreldsning 7
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Andliga
kedjebrak

Oiéndliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak




® Allman princip: om a,, stor sé |[ag, ..., an—1] — [0, - .., an—1, anl| liten
® Vi hugger av hér, det blir en bra approximation

e Kanske ar det faktiskt det sanna vardet?
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Andliga
kedjebrak

Oandliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar
Kénna igen ett
rationellt tal
Kalender

Huygens
planetarium

Periodiska
kedjebrak

° o= % ~ 0.181764619237001 0310796877301517160
11194579466784504345 26439829135366033289 14420385918397407571
07084990425688613934 3054941817646192

e Eftersom gcd(1234,6789) = 1 och ged(2,6789) = 1 och gecd(5,6789) =1
och ordg7g9(10) = 120, sa ger thm 12.4 i Rosen att decimalutvecklingen av
« ar periodisk med period 120 och preperiod 0. Ni ser hur 181764etc

upprepas mot slutet

® S3 om ni endast far “strommen” av decimalutvekclingen, sa behdvs

atminstoned 120 decimaler innan ni korrekt kan kidnna igen det som det

t 1234

rationella tale 6785 -
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Andliga
kedjebrak

Oandliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar
Kénna igen ett
rationellt tal
Kalender

Huygens
planetarium

Periodiska
kedjebrak

® Kedjebraksutveckligen ar andlig,
o« =[0;5,1,1,153,1,3] = [0;5,1,1,153,1,2,1].

® Vi berdknar kedjebrdksutvecklingarna till trunkeringarna av
decimalutveckligen till «.

® Dessa blir s smaningom [0;5,1,1,153,1,2,1, GIGANTISK, tjo, tjom,...].
® Om vi hugger av innan GIGANTISK far vi ratt varde.

® Om vi hugger av innan 153 far vi
[0;5,1,1] =2/11 = 0.1818...

vilket dr en bra approximation (for det priset!) men inte exakt.
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Kénna igen ett
rationellt tal

Kalender

Huygens
planetarium

k n(a, k)

1 0.1

2 0.18

3 0.181

4 0.1817

5 0.18176

6 0.181764

7 0.1817646
8 0.18176461
9 0.181764619
10 0.1817646192
11 0.18176461923

CF
[0; 10]
[0:5 1,1, 4]
[0:51,1,9,1,1,4]

[0:5,1,1,69, 21,1, 2]

[0;5 1,1, 141, 2]

[0:5 1,1, 151, 1, 73, 2]

[0;5,1,1,153,1,2,3,1,1, 1,

[0;5,1,1,153,1,2,1,1,1, 1, 2,

[0;5,1,1,153,1,2,1,90, 1,3, 1,9,
[0;5,1,1,153,1,2,1,585,1, 1,
[0;5,1,1,153, 1,2, 1, 3098, 3, 1,

4,5 1,2
54,7, 1, 2]
1,1,2,1,1,2]
1,1, 1, 19]

.18, 1, 4, 1, 5]
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Foreldsning 7

Jan Snellman

Andliga

kedjebrak

kedjebrak

ST Antal dagar (rotationer runt jordaxeln) under ett &r (ett varv i omloppsbanan

approximation

runt solen) ar ungefar
Geometrisk
tolkning

Tillampningar o = 365.2422 = [365, 4, 7, 1, 3, 4, 1, 1, 2]

Kénna igen ett
rationellt tal

Kalender Andra konvergenten &r
Huygens 1
planetarium X =~ 365 25 = 365 + o
Periodiska . 4
kedjebrak

vilket leder till en enkel kalender med ett skotar var fjarde ar, och inga dvriga
krusiduller.
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Jan Snellman
- Fjarde konvergenten ger
Andliga

kedjebrak
o o~ [365,4,7,1] = 365 + 33~ 365.2424 ...

Diofantisk
approximation

Den Gregorianska kalendern har

Geometrisk

(il ® Ett skottar vart fjarde ar
Tillampningar
Kéi!‘ma?:gen?ett ® Fast inte om artalet ar delbart med 100
rationellt ta'
f"e“"e’ ® Fast, om det ar delbart med 100 och 400, sa ar det anda skottar
pI:ﬁ::rsium ° . °
e Antalet dagar per ar blir alltsa
kedjebrak
1 1 1
365+ - — — + — = 146097/400 = [365, 4, 8, 12] = 365.2425
*3 100+400 / 1365, 4,8, 12]

vilket ar mycket nira 365 + % ~ 365.2424
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Andliga
kedjebrak

Oandliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar
Kénna igen ett
rationellt tal
Kalender

Huygens
planetarium

Periodiska
kedjebrak

Antalet lunationer (médnvarv runt jorden) under ett ar &r cirka
B ~ 12.368267 ~ [12;2,1,2,1,1,17,2,2,15]
Lat oss anvinda den femte konvergenten
[12;2,1,2,1,1] =235/19
for att forklara 19-arscyklerna i den hebreiska kalendern:
235 =19%12+7

och den Hebreiska kalendern stoppar in 7 extra manader per 19-arig (Metonisk)
cykel.
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Kéanna igen ett
rationellt tal

Kalender

Huygens
planetarium

Huygens planetarium

Huygens mekaniska modell av solsystemet anvande kugghjul for att fa till
proportionerliga planetbanor. Som ett exempel sa dr Saturnus omloppstid (matt
i jordar) ungefar

77708431

5640858 20.425448 - .- = [29,2,2,1,5,1,4,...]
Om vi anvidnder den fjarde konvergenten

206
[29, 2, 2, ]_} - ?

sa behover vi ett kugghjul med 7 tander for jorden, och det griper in i ett med
206 tander, for Saturnus.
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Andliga
kedjebrak

Oandliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar
Kéanna igen ett
rationellt tal
Kalender

Huygens
planetarium

Periodiska
kedjebrak

Huygen’s planetarium




Foreldsning 7
e SicTiaED Det “gyllene snittet” ® ar forhdllandet @ = x mellan langsta sidan {x och

B kortaste sidan £ i en rektangel, dar
Andliga

kedjebrak 0+ Ox Ix
Oiéndliga =—=X
kedjebrak Ix {

Diofantisk B LR 0 0 .
approximation Rektanglar med detta forhallande mellan sina sidor ger en unik

Geometrisk skonhetsupplevelse!

tolkning Vi ser att ¢ ar den positiva roten till
Tillampningar

Periodiska X2 =X+ 1,
kedjebrak

Gyllene snittet

Kvadratisk Sa
irrationalitet ]_

Lagranges sats x=1 ==
Vi itererar och ser att
1 1

1
X:1+;:1+1+1:1+1+L:"':[1’1’1"”]
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Gyllene snittet

Kvadratisk
irrationalitet

Lagranges sats

Definition
® Ett odndligt KB « &r periodiskt med (minsta) period k och preperiod N om

X = [30,31,32,...]

med

® gk =amforallam>N
® k minst med denna egenskap
® N minst med denna egenskap

® Vi skriver
X = [30) ceeydN—1yaNy .-y 3N+k71]

® Om preperioden dr 0 s3 har « en rent periodisk KB-utveckling
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kedjebrak

Eé:jr]d'ljiggk e |at Xp = X = \/§

edjebra

DioJfan_tisk_ ® ag=lag] =1 tg =g —ap=v2—1

| tmmdo g -vae

olkning

Tillampningar ca=[u]l=2t1=0—-2= V2 —1=t

i ® oy = 1, men vi har alltid o¢; = a1 + “lz

oyl snittet ® S& y aren Isning till t =2+ 1, eller t? —2t —1 =0, och

irrationalitet 0(1 = [2’ 2’ 2) .. .] = [5]

Lagranges sats
e Slutligen ser vi att . = oy — 1 =[1,2,2,...] = [1,2]
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Andliga
kedjebrak

Oandliga
kedjebrak

Diofantisk
approximation

Geometrisk
tolkning

Tillampningar

Periodiska
kedjebrak
Gyllene snittet

Kvadratisk
irrationalitet

Lagranges sats

Antag att

7,11

<2 ™
ol
N W
| Ol
=

1 78y +7
N I A £:)%
11+1/y 1ly+1 1ly+1

y=7

sa 7y ar en rot till
11¢2 — 77t — 7,

i sjdlva verket sa y = 2%\/77 4 % Vidare:

1 9 1333
=34 —— =TT+
B=3+57 17 44 Ry
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Kvadratisk irrationalitet

Definition

® |3t o € R vara algebraisk éver Q, med [Q(«) : Q] =2, id est, x € Q and
finns A, B, C € Z sa att « rot till

At? +Bt+C=0

D3 kallas o for en kvadratisk irrationalitet.

® Den andra roten till ekvationen kallas for det algebraiska konjugatet till «,
och betecknas «’. S3

At? + Bt+ C = A(t — o) (t — o)

® o ir reducerad om « > 1 och -1 </ <0
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Lemma
Lat o vara k.i.

® Om r,s,t,u heltal sa
roc+s

tu+u
och féljaktligen rationell eller k.i.
e &= (a++/b)/c med a,b,c heltal, b >0, b ej kvadrat
e D5’ =(a—+b)/c

® Konjugering ger kroppsautomorfism pd Q(«) genom

€ Q(er)

(rc+s) =ra’ +s



Om o k.i. s3

med P, Q,d heltal, d > 0, d ej kvadrat, Q|(d — P?)

. a+\/5_ |c|a+|c|\/5_ Icla+vbc? P++/d

@ clc lc|c Q
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Andliga . ) .
kedjebrak KB-utvecklingen till det reella talet x ar
Oéndliga - 0 .

kedjebrak ® Andligt omm x rationellt

E;giﬂ:f,ij';ﬁon ® s3 smaningom periodiskt omm x k.i.,
e ® rent periodiskt omm x reducerad k.i.

Tillampningar

kedjebrak

Gyllene snittet

173
Kvadratisk o = —
5 = [41,2,12]
Lagranges sats 5 3 -
o 205 —[3,21]
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Teorem

L3t o vara en k.i. Féljande algoritm berdknar KB-utvekclingen till oc:

@ INITIALIZE: ® UPDATE:
® xyg= ® a, = o]
° oy — Pogo\/g ® Pri1=akQk — Pk
e k—0 ® Qui1=(d— P2 1)/

Det kommer att finnas ndgot n s3 att for k > n, 0 < Qx < d, —Vd < P, < V/d,
s till slut s3 finns N, { s3 att Py = Pn.g, Qn = Qnae, och algoritmen bérjar
upprepa sig.
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o= op=+/5= 25

a=2 P=0Q:=1
Pi=a0Q—Po=2 Q=(5-P2)/Q =1
alzﬁ, ai =4

Pr=aiQi—P1=2 Q=(5-P3)/Q1 =1
Upprepar: /5 = [2,4]
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Vad kan siagas om algebraiska tal?

e Kl

® s3 smaningom periodisk KB [ag, a1, a0, .. .]

® 1-automatisk, i.e. spottas ut av andlig tillstdndsautomat med “input
alphabet” av storlek ett

Hogre grad (kubrotter e dyl): KB ej automatisk foljd

Khintchine: for “nastan alla” reella tal s kommer det geometriska
1/n

medelvardet (H};l aj> att g& mot Khintchines konstant!

Ingen struktursats for KB till algebraiska tal, men de kan berdknas effektivt
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fo(t) =t3—2, ag =23 =[1;3,1,5,1,1,4,...], det vet vi inte &n
Vad vi vet ar att 1 < og < 2, ty fp(1) < 0 och 7(2) > 0, polynom
kontinuerliga

Sé ap =1, (och &3 =[3,1,5,1,1,4,...])

fi(t) = —t3fy(ag +1/t) =3 —3t> -3t —1

f(3) <0, A1(4) >0,s3 a3 =3

fo(t) =—t3f(ar +1/t) =103 — 6t — 6t — 1

(1) <0, »(2) >0,s8d ap =1

Et cetera

Kan visa att varje fx(t) har unikt enkelt reellt nollstalle, som ar o, och som
ligger mellan ax och ax + 1. Kan ocksa visa att f(ax) <0, f(ax+1) >0
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