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Number Theory,
Lecture 2

Diofantisk ekvation: soker heltalslosningar

Jan Snellman

Teorem

Lat a, b, c € Z. Satt d = sgd(a, b). Den Diofantiska ekvationen

En ekvation, tva

obekanta ax + by =, X,y €L (DE)
ar l6sbar om och endast om d|c.

Beuvis.
Nodvandigt: om l6sning x, y finns, sa d|LHS, sé d|c.
Tillrackligt: om d|c, s& (DE) ekvivalent med

a b
=X+ =x=

C 1
d " d T d =]

med sgd (5, 3) = 1. Kan alltsd anta d = 1. O

Fallet d = 1 pa nasta sida



L4t a, b, c € 7Z, med sgd(a, b) = 1. Den Diofantiska ekvationen
ax + by = c, X,y €L (DE1)

ar lésbar.

Bezout: 1 = ax’ + by’, sd ¢ = ax'c + by’c. Satt x = x, = x'c,
y=yp=y'c O




Number Theory, Alla I6sningar
Lecture 2

Jan Snellman

Om (x1, y2) och (x2,y2) bada I6sningar till (DE1) s& (x; — x2, y1 — y2)

En ekvation, tva Iosnlng till

obekanta ax + by =0 (DEH)

En ekvation,
manga obekanta

® (x,y) = (bn,—an), n € Z, 13sningar till (DEH)

® | sjdlva verket ges alla l6sningar av ax = —by sa b|x, alltsd x = bn.
Darfor abn = —by, sd —an=1y.

® (x,y) = (bn,—an), n € Z ar alla l6sningar till (DEH)

[

Sé alla Iosningar till (DE1) ges av

(X)Y) = (Xp>yp) + (Xha.yh) = (Xp>)/p) + n(b)_a)



Number Theory,
LeCture 2 _

Jan Snellman

Linjéra ® 4x 46y =20 ® Alla I6sningar till 2x +3y =0
eDk'Sgii"otl;Sekra e sgd(4,6) =2 ges av (xp, yn) = n(3,-2), n e Z
Etr: ikvation, tva ® Dx + 3y =10
t

(E,.lee:cafion, ® 5gd(2,3)=1=2x(—1)+3x1 e Alla I6sningar till ursprungliga
anes obekanta ® 2% (—10)+3%10 =10 Diofantiska ekv. ges av
Kong

e O (Xp)yp) - (_10) 10) (X>Y) = (Xh)yh) + (Xp)yp) =
Kinesisk o (R d
re's’l‘z::s:n partikuldrlésning (—10 +3n,10 — 2n)
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Den linjara Diofantiska ekvationen
aixy+axxag+ -+ apxp =¢

ar Iésbar nar sgd(aj, aj) =1 for i # j.
(Lite svagare villkor réicker)

Nodvandighet: uppenbar.
Tillracklighet: studera

ax+1lxy=c, sgd(a1,y) =1
Losbar med x, y heltal. Betrakta nu
axg+ -+ anxp =Yy,

|dsbar per induktion. O




Number Theory,

Lecture 2

Linjara

Diofantisk

ekleaétlinorlls;ra 2x+3y+5z=1

En ekvation, tva

obekanta

En ekvation,

manga obekanta ® | ds 2x +1lu=1

Kongruenser ° (X, u) — (0) ]_) L n(l,—2).

Kinesisk ..

re':tii'fsfn ® |6s3y+5z=u=1-—2n.
b/ ()’»Z) = (1 - 2”)(2) _1) + m(5> _3)
e Kombinera:

(X)Y)Z) = (0>2>_1) + ”(1)4) _2) + m(0>5>_3)



neZ,n>1.

For a, b € Z sager vi att a ar kongruent med b modulo n,

a=b modn

omm n|(a— b).

® 3=3 mod n,
® 3=p) modn — b=a mod n,

e g=pmodn /A b=c modn = a=c mod n.
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n

Kinesiska
restsatsen

® Udda tal ar kongruenta med varandra modulo 2
® 134632 = 5645234532 mod 100

e 4=—1 mod 5,

® 4=+%1 mod 5.



Number Theory,
Lecture 2

Definition

Jan Snellman
En relation ~ pd X ar en ekvivalensrelation om for alla x, y,z € X galler att
® x ~ x, (relationen ar reflexiv)
® x~y & y-~x, (symmetrisk)
Definition ®x~y N y~z = X ~ z (transitiv).
Examples

Equivalensrelation

n

- o For x € X, [x] = [x]l. ={y € X|x ~ y} &r ekvivalensklassen inneh3llande
Linjara ekvationer i
Zn x, och x ar en representant for klassen

Klasserna partitionerar X:
X = Uxexx], union disjoint

Med andra ord sa tillhor varje element precis en ekvivalensklass.

e x~y < xely] < K=l



Number Theory, e Vi samlar ihop ekvivalensklasserna i en p3se:

Lecture 2

Jan Snellman

X/ ~={Ixl|x € X}

® Bild kommer!

e Kanonisk surjektion:

Definition

Examples m: X = X/ ~
Equivalensrelation ’

ni(y) = lyl

Linjara ekvationer i

Zip

® Sektion:
s: X/~ X
sd att 7t(s(A)) = A.
® Transversal T: val av precies en representant fran varje klass
® Normalform: w = s o 7t uppfyller n(y) ~ y, n(n(y)) = n(y)

® Dessa begrepp ar intimt sammanflatade. Bild!



® Fixera positivt heltal n > 1, och 13t ~ vara ekvivalensrelationen
X~y <& x=y modn

e DidrX=2Z

® X partitioneras in klasser, eller hur?

3

Integers




Number Theory,
Lecture 2

Jan Snellman

Definition
Examples
Equivalensrelation
Zn

Einj'zira ekvationer i

Zn

x=kn+r, 0<r<n
x'=k'n+r', 0<r'<n

sd x = x’ mod nomm r=r'.

Sa T ={0,1,2,...,n— 1} &r en transversal
Z=1[0lulu---Uln—1],

[a] = nZ + a,

Sektion: s([a]) =bmed b=a mod noch0<b<n,ie,beT.
Normal form: kn+r—r

Zn=17/(nZ) ={[0]n, [L]n,..., [n—1]n}

Kan addera och multiplicera kongruensklasser genom att addera och
multiplicera representater!



Antag att

ai=a modn
b1 = b, mod n

D3 giller att

ai+bi=a+ b, modn
aiby = apbp, mod n

nl(a1 — a2), n|(b1 — bo). Eftersom (a; — a2) 4 (b1 — b2) = (a1 + b1) — (a2 + b2),
n|((a1 + b1) — (a2 + by)).
Vidare,

arby —axby = a1by + axby — azbhy — axbp
= (a1 — a2)by — az(by — bo)




Vi adderar och multiplicerar kongruensklasser i Z, genom

[a]n + [b]n = [a + b]n
[a]n[b], = [abl,

[a] + [0] = [a]
[a] + [—a] = [0]
[a] + [b] = [b+ 4]
([al + [b]) + [c] = [a] + ([b] + [c])
[a] x [1] = [a]
[a]  [b] = [b] * [a]
[




i _
Lecture 2

L Sirellizery Addition och multiplikation modulo 4:

Liniira

IDI;:)JfaarI:tiska +10]1]2]3 *10]1)2]3

ekvationer 0|0|1]|2]|3 0/0|0|0]|0

Kongruenser 111]/2|3|0 1101123

5;“.1"1::25" 212301 2(0[(2]0]2

Equivalensrelation 3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

Zn

Hiiara elvationer - Addition and multiplikation modulo 5:

Ki isk

resteatsen +]o]1]2]3]4 xlol1]2]3]4
0|0|1|2|3]|4 0/0|0|0|0]|0O
1(1(2|13|4]0 1/0(1(2|3|4
2123401 210|124 |1]3
313|/4(0(1]2 3/]0|3|1|4]2
4 14101123 4104|321




Number Theory,

Lecture 2
Jan Snellman
Lemma
Linjara Om ac = bc mod n och sgd(c,n) =1, sd a= b mod n.
Diofantiska
ekvationer
Kongruenser Bevis.
Definition ° ° 00 °
Examples n|(ac — bc), sa n|c(a— b), sa n|(a— b) (foregdende lemma). O
Equivalensrelation
Zn
Linjara ekvationer i
Zp
Kinesiska
restsatsen 0x2=2x%2 mod 4,
men

0#2 mod4



Om T ={t1,...,ty} transversal (mod n) och sgd(a,n) =1, sa
aT ={aty,...,at,} ocksa transversal.

Behdver bara visa att at; = at; mod n medfér i =j. Men n|(at; — at;) ger
n|(t; — t;), som ger i = j, ty T transversal. O
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Teorem
Om sgd(a,n) =1 sa ar
ax=b mod n

lésbar, och ldsningen dr unik modulo n.

Beuvis.
Unikhet: om ax = ax’ = b mod nsi ax —ax’ =0 mod n, varfor x = x’
mod n.

Existens: T ={t1,..., ty} transversal. aT = {aty,..., at,} ocksa transversal,
sa nagon at; =1 mod n. O

Los 3x =2 mod 5. T ={0,1,2,3,4}, 3T ={0,3,6,9,12} ={0,3,1,4,2}
mod 5. So 3*x4 =2 mod 5.



Number Theory,
Lecture 2

Jan Snellman

Linjara ekvationer i

Teorem

Lit d = sgd(a, n). Ekvationen
ax=b mod n

ar lésbar omm d

b; I6sningen d3 unik modulo n/d.

Bevis.

Eftersom d = sgd(a, n) sé d|n och d|a.
Nodvandigt: om [6sning finns s& n|(ax — b), alltsd d|b.
Tillrackligt: antag d|b.

nllax—b) = Z|2x-2) = mod

X =

Q
Q.
Qly
Q| o
Q>

n
d

Eftersom sgd (5, 3) =1 kan vi tillampa tidigare lemmat: 16sning finns, unik
modulo 7.



Number Theory,
Lecture 2

Jan Snellman
Linjéra Exempel
Diofantiska
ekvationer

Kongruenser 4x =2 mod 6
Definition

Examples 2x =1 mod 3
Equivalensrelation

Zn 2x—1=0 mod 3

Linjara ekvationer i
Zn

Kinesiska

® Diofantisk ekvation 2x — 1 = 3y
restsatsen

® En I6sning ar x = —1,y = —1

® S3 x =—1=2 mod 3 unik Iésning mod 3



Number Theory,
Lecture 2

Jan Snellman

Bevis
Exempel

Teorem (Kinesiska restsatsen)

Om sgd(m, n) = 1 sa har ekvationssystemet

x=a modm
(CRT)

x=b modn

en l6sning, som ar unik modulo mn.

Bevis
Unikhet: om
x=x"=a modm
x=x'"=b modn
sa
x—x"=0 mod m
x—x"=0 modn

Alltsd m|(x — x’), n|(x — x"), s3 eftersom sgd(m, n) = 1 far vi att mn|(x — x').



Number Theory,
Lecture 2

Jan Snellman

Bevis
Exempel

Bevis.

Existens: vi har att x =a mod m, sa x =a-+rm, r € Z. Alltsa

x=b modn
at+trm=b modn
at+rm=>b+sn

rm—sn=>b—a

Detta &r en linjar Diofantisk ekv, l6sbar ty sgd(m, n) = 1.
Alternativt, rm = b — a mod n l6sbar (for r) eftersom sgd(m, n) = 1.



Number Theory,
Lecture 2
Jan Snellman
Linjara
Diofantiska

ekvationer x=3 modb5

Kongruenser
= x=5 mod7

x=1 mod?2

Kinesiska
restsatsen
Bevis
Exempel

Los tva forsta ekv:

x=1+2r=3 mod 2

2r=2 mod 5
r=1 modb5
r=1+45s

x=1+42(145s) =3+10s
x=3 mod 10



Lecture 2
Jan Snellman Sen I8ser vi

mod 10

Linjara
mod 7

Diofantiska
ekvationer

x X
I

(62 BN ON]

Kongruenser

Kinesiska

restsatsen
Bevis
Exempel



Lecture 2 )
Jan Snellman Sen IGser vi
Linjira x =3 mod 10
Diofantiska x =5 mod 7
ekvationer
Som tidigare:
Kongruenser
Kinesiska x =3+10s =5 mod?7
restsatsen 10s =2 mod7
Bevis
Exempel 5s =1 mod?7

Hitta mult invers av 5 modulo 7:



Lecture 2 )
Jan Snellman Sen IGser vi
B x =3 mod 10
Linjara
Diofantiska x =5 mod 7
ekvationer
Som tidigare:
Kongruenser
Kinesiska x =3+10s =5 mod7
restsatsen 10s =2 mod7
Bevis
Exempel 5s =1 mod?7
Hitta mult invers av 5 modulo 7:
s =3 mod?7
s =3+7t
x =3+10s =3+10(3+7t)
=33+ 70t

X =33 mod 70
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