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Definition
» Pells ekvation &r den Diofantiska ekvationen (i x, y)
x> —dy?> =1

med parametern d ett heltal

» Negativa Pell ar
x? —dy?> =—1

» Man kan ocksa studera Pell-liknande ekvationer pa formen

x? — dy2 =n
dar parametern n ar ett heltal

Obs: om (x, y) losning s& ar (—x, y), (x,—y), (—x, —y) ocksa lésningar.
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Vi studerar

x2—dy2:n

» Om d,n < 0 s3 ingen |6sn

» Om d <0, n> 0 s3 uppfyller 16sn |x| < +/n, ly| < +/n/|d|, sa andligt manga ldsn
» Om d = D?s3

n = x?>—dy? = x> — D?>y?> = (x + Dy)(x — Dy)

sd 16sn svarar mot 10sn till ekv. sys.

x+Dy=a
x—Dy=5b
ab=n

Aterigen, andligt manga 16sn



Samband med KB

Teorem

Antag 0 < d, |n| < V/d, d ej kvadrat. Om (x,y) € Z? uppfyller x* — dy? = n, x,y >0,
s3 dr x/y en konvergent till KB av /d.

Beuvis.

Antag n > 0, d3
(x + yVd)(x — yVd) = n,
sd x —yvd>0,s3x>y/d, ség—\/a>o. D3
X x —/dy B x? — dy? [n| Vd 1

——Vd= < < =
y y yix+yVd) y(2yVd) 2y2Vd  2y?

En s3 bra approximation maste harrora frén en kedjebrékskonvergent! O]



KB till v/d

Teorem

d positivt heltal, e kvadrat. D3 &r KB till v/d = [ag, a1, ap, . ..], och motsvarande
konvergenter pyx/qx, kan berdknas som féljer:

1. 0o =+d, ao = o], Po=0, Q =1, po = a,q0 = 1
2. Xy = Pkgi;/g, i = L(XkJ

3. Pir1=akQu— Pi, Quy1 = (d—PZ1)/Qx

4.

Pri1pk — nqx = —Qi41Pk—1

Pk — Pr+19k = Qus19k—1

For alla k géller att
P/% - in = (—1)k+1 Qk+1



Teorem
d positivt heltal, ej kvadrat. L5t \/d = [ag, a1,...], och I3t n vara periodlingden av

KB-utveckligen. L3t py/qx vara den k:e konvergenten.
» Om n jamn, s3 har negativa Pell inga I6sn, och Pell x> — dy? = 1 har Iésningarna

X = Pjn—1, Y = anfl,j: 1,2,3...
» Om n udda, si har negativa Pell I6sningarna x = p(2j_1)n—1, ¥ = 94(2j—1)n—1,
J=1,2,3,..., och Pell Ibsningarna x = pajn—1, ¥ = Q2jn—1, j = 1,2,3,....

Beuvis.
Lis Rosen. O



V17 = [4,8], s& periodlangden ar 1. Udda konvergenter &r
33/8,2177/528,143649/34840,9478657,/2298912, ...

och 332 —17%8% =1.
Jamna konvergenter ar

268/65,17684 /4289, 1166876,/283009, 76996132,/18674305, . ...

och 2682 — 17 x 652 = —1.



Lemma

(X2 — dy?)(x3 — dy3) = (x1x2 + dy1y2)? — d(x1y2 + xoy1)?

sd om (x1,x2), (x2,y2) dr l6sningar till (standard) Pell, s& dr ocksa
(x1x2 + dy1y2, x1y2 + x2y1) en I6sning.
Speciellt s& ar (x? + dy?,2x1y1) en I6sning.

Beuvis.
Uppenbart.

Mark:
(x +Vdy)? = x> + dy® + Vd2xy.



Teorem
1. Om (x1,y1) 4r en Iésning till x?> — dy? = 1, s& galler att om vi skriver
(x1 4+ y1Vd)* = xi + Vdyi,
sd ar (xk, yk) ocksa losn till (standard) Pell.

2. Alla I6sn till standard Pell fis pa detta sitt fran minsta I6sn (x1, y1).

Beuvis.

1. Latt.

2. Svart, las i Rosen.



Studera ater
x> —17y? =1,

med minsta 16sn (xq, y1) = (33,8).
Vi beraknar:

(33 +8v/17)2 =332 4+ 17 % 82 + 16 x 33 x /17 = 2177 + 528V/17,

sd (2177,528) nasta l6sn.



Dubbla ekvationer

Eliminerar vi t fran systemet

x2—21t—11=0
y2—7t—9=0

far vi den Pell-liknande ekv x2 — 3y2 + 16 = 0.

x2—2lxt—7=0
y2—7%t—2=0

ger x2 —3xy?2 =1.



Eftersom (x,y) = (2177,528) l6sn till x> —17y?> =1, s3

2_1 Jx2_—1 21
41231 ~ V17 = 4/ 2 _ VX ~ X 22T 41031
y? y y 528




Nérary )1 k=3 1 k?

0 =8RHS —8LHS = —4n(n+1)+4(n+ 1+ m)(m—n)
=—4n®> —4n+ 4nm—4n® + 4m — 4n+ 4m? — 4mn
=4m® +4m—8n°® —8n

= @m+12-1-2((2n+172 1)
:(2m+1)2—2<(2n+1)2)+1
=s2—212+1

Negativa Pell!



Vi far alltsd negativa Pell

Vi har att

V2=1+

2 —2t2=—-1
1
2+ 11
2+ i
2+ 1
2+ i
2+ 1
2+ i
2+ i
2+

24+ —



Konvergenterna ar

;37 17 41 99 239 577 1393 3363
’2°5712°29’ 70’ 169’ 408’ 985 ’ 2378

Den forsta udda konvergenten 7/5 ger l6sningen 72 — 2 x 52 = —1 till negativa Pell. S3
s=7=2m+1,t=5=2n+1ger m=3, n=2, och

2 3
Zk:1+2:3:Zk

k=1 k=3
Den andra udda konvergenten 41/29 ger l6sningen 412 — 2 % 2902 = —1 till negativa
Pell. Sd s=41=2m+1, t=29=2n+1 ger m =20, n= 14, och

14 20
Zk:1+2+---+14:105: Zk:15+16+17+18+19+20
k=1 k=15
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