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1) Sitt f(z) = 2° + 22 + 3. D& dr f(x) = z(z* — 1) mod 3, s& det har nollstéllena 0,1,-1
modulo 3. Den formella derivatan #r f'(x) = 52* +2, s& f/(z) = —(z* + 1) mod 3. Alltsa
dr f’(x) konstant noll evaluerat pa Zs. Vidare: enligt Hensels lemma sa lyfter dessa tre
nollstéllen unikt till nollstéllen modulo 3%, f6r k& > 2. Det finns alltsa 3 nollstéillen modulo
27 och modulo 81. Modulo 27 &r dessa 12, 22, och 26.

2) Eftersom 99 = 32%11 s ges denna maximala ordning av mgm((, ¢)(9), #(11)) = mgm((, 6), 10) =
30, enligt sats 9.22 i Rosen. Vi ser att redan ordgg(2) = 30.

3) Parametrisera rationellt genom att skicka ¢ € R till den unika skdrningspunkten mellan
kurvan och linjen med lutning ¢ genom (—1,0). Explicit sa
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Det ger en bijektion mellan kurvans hogra gren och ett intervall av reella linjen; denna
bijektion skickar rationella t till rationella punkter, och omvént. Anvind symmetri for att
fa med vénstra grenen.

med invers

(z,y) =

4) En punkt (z,y) pa kurvan uppfyller antingen z2 — 7y? = 1 eller 22 — 7y?> = —1. Posi-
tiva heltalspunkter #r saledes antingen losningar till Pells ekvation med d = 7, eller till
“negativa Pell”. Kedjebraksutvecklingen &r

VT =[2;1,1,1,4]

En sats i Rosen ger att om konvergenterna till ovanstaende kedjebraksutveckling &r P /Qj
sa ges losningarna till Pells ekvation av

(2,y) = (Qr, Px)  daQj—TP =1

och motsvarande for negativa Pell. Eftersom periodlangden 4 &r jimn, sa séger en annan
sats i Rosen att negativa Pell saknar 16sningar, medan Pell har 16sningarna ovan da k =
3,7,11,15,.... For k = 3,7 erhalls 1osningarna (8, 3) och (127,48).

Vi kan ocksa fa alla l6sningar (z, yx) fran den primitiva lésningen (z1,y1) = (8,3) via
(8 + 3\ﬁ)k =T + \ﬁyk
Speciellt sa ar

(8+3VT)2 =644+2x8x 3«7 +3%%7 =127+ 48V7.



5) Lat 1(n) =1 for alla positiva heltal n. Da &r 7(n) = }_y,, 1 s& 7 =1%1 och
h(n) = 7(k) = (11x%1)(n)
kln

Eftersom 1 &r multiplikativ, &r &ven h = 1 % 1 * 1 det, sa det ricker att verifiera likheten
for fallet att n = p® dr en primpotens. Delarna till p® &r p® med 0 < a < s, sa vi har att

o= X ()=

enligt urval med aterldggning.

6) Sats 9.17 i Rosen séiger att kongruensen ovan har en losning om och endast om
(-1)?®/d =1 mod p

dar d = sgd(4, ¢(p)) = sgd(4,p — 1).

p = 8k + 1: Nu blir % = % = 2k vilket ar jamnt, sa (—1)¢(p)/d =1 mod p.

p = 8k + 3: Nu blir 2= = 81@27-4-2 = 4k + 1 vilket #r udda, sa (—1)?®/4 = —1 mod p.
p = 8k + 5: Nu blir 2= = % = 2k + 1 vilket &r udda, sa (—1)¢®/¢ = —1 mod p.

p = 8k + 7: Nu blir % = 8’2—% = 4k + 3 vilket dr udda, sa (—1)¢(p)/d = —1 mod p.
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7) Héarma losningen till forsta uppgiften pa tentan som gick 2016-06-09; finns pa kurshemsi-
dan.



